VYPOCET DEFORMACE VALCOVE MEMBRANY
Z KOMPOZITNIHO MATERIALU S PRYZOVOU MATRICI A
KORDOVOU VYZTUZI ZATIZENE VNITRNIM PRETLAKEM

Bohdana Marvalov4 a Tran Huu Nam'

Abstrakt

Deformace valcové pryzové membrany vyztuzené symetricky dvema spiralovymi skupinami
kordu zatizené vnitinim pretlakem byla urcena vypoctem pomoci MKP v prostredi Matlab.
Zakladni rovnice membranového osové symetrického elementu byly odvozeny na zaklade
Lagrangeovského kinematického popisu. Konstitutivni vztahy daného hyperelastického
materidalu byly odvozeny z funkce deformacni energie vyjadiené v zavislosti na hlavnich
prodlouzenich, ktera se sklada ze dvou casti - izotropni cast modeluje pryzovy material
matrice a byl pro ni pouzit Ogdenitv model pro pryz, druha cast funkce modeluje lokalne
ortotropni viastnosti materialu a je exponencidlni popr. mocninnou funkci prodlouzeni ve
smeru kordové vyztuze. Parametry funkce deformacni energie byly stanoveny pomoci
experimentdlniho méreni deformace plasté pruziny pri zatizeni vnitinim pretlakem a p¥i jejich
riiznych osove symetrickych konfiguracich.

1. Uvod

Problém urcit deformaci valcové membrany vyplynul z potfeby stanovit parametry
kompozitniho materidlu plasté a deformace pneumatické pruziny pouzivané k utlumeni
vibraci sedacky fidie. Plast’ pruziny je Ctyfvrstvy kompozit. Vnéj$i a vnitini vrstva je
pryzova, vnitini dvé vrstvy jsou z pryze vyztuzené kordy spiralové vinutymi symetricky
vzhledem k ose pruziny. Vzhledem k symetrii vyztuze a k zatiZzeni tlakem chova se materiél
jako ortotropni i v deformovaném stavu. Konstitutivni vztahy daného hyperelastického
materidlu byly odvozeny z funkce deformacni energie vyjadiené v zdvislosti na hlavnich
prodlouzenich, kterd se skldda ze dvou ¢asti - izotropni ¢ast modeluje pryzovy material
matrice a byl pro ni pouzit Ogdeniv model pro pryz [10], druhé ¢ast funkce modeluje lokalné
ortotropni vlastnosti materialu a je exponencialni [6,7] popf. mocninnou funkci prodlouzeni
ve sméru kordové vyztuze.

Parametry funkce deformacni energie byly stanoveny pomoci experimentalniho méteni
deformace plast¢ pruziny pii zatizeni vnitinim pretlakem a pii jejich rlznych osové
symetrickych konfiguracich [1,3-5]. Z membranové teorie byla vypoctena osova a obvodova
napéti pro dany tlak a zméfeny tvar pruziny a po dosazeni napcti a deformaci do
konstitutivnich vztahi byly stanoveny parametry funkce deformacni energie jako feSeni
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soustavy nelinedrnich rovnic.

Pro ovéfeni téchto parametrii a zjisténi jejich vlivu na deformaci plasté byla deformace
membrany nejprve feSena numerickou integraci soustavy diferencialnich rovnic problému
[8,9] pomoci shooting method v prosttedi MATLAB [2].

Metoda kone¢nych prvki pro vypocet deformace izotropnich membran je pouzivana pomérné
Casto [12-14]. Aplikace MKP na ortotropni membrany z hyperelastického nestlacitelného
materidlu je méné castd [11,15,16]. Tyto prace se vétSinou tykaji deformace arterii, nebo
tepelného tvareni vyztuzenych plasti.

V nasi praci jsou zdkladni rovnice membranového osové symetrického elementu odvozeny na
zéklad¢ Lagrangeovského kinematického popisu [14], radidlni soufadnice prvku a radidlni a
osové posuvy uzlovych bodli jsou interpolovany jako linearni funkce izoparametrické
soufadnice. Konstitutivni vztahy hyperelastického lokaln€ ortotropniho materidlu jsou
odvozeny z funkce deformacni energie. Matice tuhosti materidlu a vektor vnéjSich sil
(zatizeni tlakem vzduS$niny) zavisi na deformované konfiguraci a jsou updatovany v kazdém
kroku. Deformace membrany byla vypoctena pro rizné okrajové podminky - pevna cela, cela
voln¢ posuvna v osovém sméru, zatizeni cela osovou silou ap. K feSeni byla pouzita
Newtonova metoda s pfiristkem zatizeni, ktery byl fizen podle poctu iteraci posledniho
konvergujiciho kroku. Timto zptisobem se podatilo urcit deformace membrany az do prvniho
bodu bifurkace, kdy se ve stfedu membrany vytvaii boule. Vzhledem k tomu, Ze pfi daném
zpusobu feSeni nelze stanovit limitni a bifurka¢ni body a provést stabilitni analyzu, je nutné
pouzit odliSnou strategii feSeni pomoci metody arc-length.

2. Axisymetricky membranovy prvek

Membranovy prvek je na Obr.1. V referencni konfiguraci ma prvek délku L a tloustku H v

aktualni konfiguraci ma délku /. Element ma Ctyfi uzlové posuvy u ={u risUy s U Rz,uzz} "
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Obr. 1 Axisymetricky membranovy prvek



Soutadnice a posuvy jsou parametricky interpolovany z uzlovych hodnot:

X(&)=N{R,.Z,.R,,Z}", 2.1
X(§)=N{r,z,n,2}", (2.2)
u'¢)=x(¢)-X(¢)=Nn, (2.3)
u :{”Rn”zv”m’”zz} ! ) (2.4)
kde
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Pii formulaci vnitini energie v totdlnim Lagrangeovském (TL) popisu se pouziva Green-
Lagrangetv (GL) tenzor deformace a druhy Piola-Kirchhoffitv (PK2) tenzor napéti jako
konjugovana dvojice.

Axialni slozku GL mizeme jednoduse odvodit ze zmény délky elementu:
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Variaci OE,, vyvolanou variaci du mizeme vyjadiit jako
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Obvodovou slozku GL ur¢ime ze zmény obvodu kruznice :
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3. Konstitutivni vztahy

Odvod'me vztah mezi PK2 a GL z funkce deformacni energie dané¢ho hyperelastického
ortotropniho materialu vyjadiené v zavislosti na hlavnich prodlouzenich A, . Pfipomenme, ze
v daném rotacné¢ symetrickém piipadé¢ mame PK2 a GL v hlavnich slozkach, ze hlavni sméry
se béhem zatéZovani neméni a Ze materidl ziistdva ortotropni i po deformaci. Pro dany
materidl jsme zvolili funkci slozenou zizotropni ¢asti — Ogdeniv model pro pryz - a
z exponencialni ¢asti [1-2,7,16], ktera modeluje vliv kordové vyztuze. Pouzijeme-li podminku
nestlacitelnosti materidlu J =detF =AA A, =1, mtzeme funkci deformac¢ni energie zapsat
ve tvaru:
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kde yje thel, ktery sviraji kordy s obvodovym smérem.

Parametry [; a o; Ogdenova modelu pro pryz [10] jsou
M =630 kPa, Y, =1.2 kPa, p3 =-10 kPa,
a, =13, a,=5, az=-2.

Parametr k;=4.19E+04kPa, ktery ma rozmér napéti a bezrozmérny parametr k» = -23.8
jsme urcili z vysledkl experimentt [2].

Pro nestlacitelny material I1ze slozky PK2 odvodit z funkce deformacni energie podle vztahu:
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kde
m=A; cos’ y+Asin’ y-1. (3.4)
Slozky E;; a E», GL lze rovnéz vyjadtit v zavislosti na hlavnich prodlouzenich:
A1 oA 1

y - Ti=— =12 (3.5)
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Ur¢ime tenzor elasticity C z hlavnich slozek PK2 [31, str.258]
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Tento tenzor neni konstantni, ale zavisi na deformacich a je tieba ho v jednotlivych krocich
vypoctu updatovat.
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4. Princip virtualnich praci a jeho linearizace

Vnitini virtualni préci je vyhodné vyjadfit v materidlové konfiguraci, zatimco vnéj$i virtualni
praci, vykonanou vnéjSim tlakem, je vhodné zapsat v prostorovém popisu (pfipomeiime, Ze se
zde jednd o nekonzervativni zatizeni — follower load, které zavisi na deformaci a které vnasi
do matice tuhosti pfidavnou nesymetrickou matici).

Princip virtudlnich praci v daném ptipad¢ lze zapsat:

R(u,du,p)= [ S:0EdV ~p[n' (Buds =0, 4.1)
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kde Q,je nedeformovany objem, dQ je povrch v deformované konfiguraci a n je vektor
normaly k zatizenému povrchu. Zavedeme-li sou€initel vnéjSiho zatizeni A, pak

R(u,du, A) =R(u,A)" Bu=(f, (u)-Af_ (u))" Du, 4.2)

kde R(u,A) je vektor residualni sily, ktery ma byt nulovy, aby bylo dosazeno rovnovahy.

Vektor vnitini sily elementu:
f, = BIS2TR(EHLAE, . @3)

v

vektor vnéjsi sily elementu:
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Maéme tedy soustavu nelinearnich rovnic:
fe (W) = AL (u) =0, (4.5)

ktera je neurcita. Zvolime-li soucCinitel vnéjsiho zatizeni A jako parametr, pak feSeni této
soustavy ziskdme pomoci inkrementalnich itera¢nich technik, které jsou modifikacemi
Newtonovy metody. ZatiZzeni je postupné zvySovano a v kazdém kroku se provadi iterace az
do dosazeni rovnovahy. Provadime-li iteraci v n-tém kroku pii konstantnim zatizeni
A, = konst , pak Jacobiho matici dané soustavy rovnic je matice te¢né tuhosti K

Kt :[afint _A afe)n(t } . (46)
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Pro vypocet posuvil v n-tém zatézovacim kroku dostavame posloupnost:
+ - -
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ktera konverguje v okoli feSeni pokud detK, # 0.



5. Vypocet matice tuhosti

Derivaci vektoru vnitini sily elementu dostavame:
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Derivaci vektoru vngjsi sily dostavdme nesymetrickou matici:
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Celkova matice tecné tuhosti elementu je souctem jednotlivych matic:
K¢ =K +K, —A K. (5.6)

6. ReSeni

Pruzina byla zatézovana vnitinim pfetlakem pii riznych okrajovych podminkach (pevna i
posuvna cela) a posuvem cel pii konstantnim vnitinim tlaku.

Byla feSena pneumatickd pruzina o priméru 82 mm a délce 120 mm. Bylo vyuZito symetrie
uloZzeni a polovina pruziny byla diskretizovana 60 elementy. V prvni fazi vypoctu bylo
provadéno zatézovani se zvolenym malym konstantnim krokem zatiZzeni a v kazdém kroku
byla provadéna iterace az do dosazeni pozadované tolerance. Byla pouzita Newtonova
metoda, kdy matice tecné tuhosti i vektory vnitini a vnéjsi sily byly updatovany nejen na
pocatku zatézovaciho kroku, ale v kazdém iteracnim cyklu viz Obr.2. Zatézovani bylo
ukonceno v okamziku dosazeni limitniho zatiZeni, kdy se matice tecné tuhosti stala singularni.



Obr.2
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Obr.3

Parametrizace feSeni v zavislosti na A, kterd byla pouzita, zjednodusuje korekéni fazi
zatézovaciho kroku vypoctu, av§ak neumoziuje ziskat celou zatézovaci kiivku, ktera miize
zahrnovat limitni a bifurkacni body viz Obr.3. Ma-li feSeni projit témito body, je nutné, aby se
parametr zatizeni A mohl ménit v pribéhu iterace. Existuje cela fada path-following procedur
zalozenych na parametrizaci feSeni vzhledem k délce oblouku kiivky feSeni s, nebo
zjednoduSenych parametrizaci vzhledem k délce pseudo-oblouku, kdy se k zékladnim
nelinedrnim rovnicim problému (4.5) pridava dalsi omezujici podminka a rozsifena soustava
rovnic je feSena metodou prediktor-korektor. Podrobnosti o téchto metodach lze nalézt

v pfipojené literatufe [17-30].

7. Vysledky
Membrane profiles of free head deformation subjected pressure to 0.4MPa
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Obr.4 Deformace pii posuvnych celech a zvysujicim se tlaku



Membrane profiles of fixed head subjected pressure from 0.015 do 0.035MPa
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Obr. 5 Deformace pfti zafixovanych ¢elech a zvySujicim se tlaku
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Obr.6 Deformace pruziny zatézované posuvem pii tlaku 0,015 MPa

Mohou-li se ¢ela pruziny voln€ posouvat, pak pii zvySovani tlaku se nejprve pruzina zkracuje
v osovém sméru jak ukazuje Obr.4. Osové zkraceni zavisi na smeru kordové vyztuze [16].
Zatézujeme-li pruzinu se zasunutymi ¢ely (pracovni poloha pruziny), pak pti nizsich tlacich se
hadice vpaci dovnitt viz. Obr.5 a 6 . To odpovidéd experimentalnimu zjisténi.



8. Zavér

Deformace anizotropni valcové membrany =zatizené vnitinim pretlakem pfi riznych
okrajovych podminkach byla vyfeSsena MKP. Zatézovani bylo ukonceno pred dosazenim
limitniho bodu. Stanoveni kritickych bodi a stabilitni analyza budou pfedmétem dalsi prace.
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