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Abstrakt  
 
Deformace válcové pry�ové membrány vyztu�ené symetricky dvěma spirálovými skupinami 
kordů zatí�ené vnitřním přetlakem byla určena výpočtem pomocí MKP v prostředí Matlab. 
Základní rovnice membránového osově symetrického elementu byly odvozeny na základě 
Lagrangeovského kinematického popisu. Konstitutivní vztahy daného hyperelastického 
materiálu byly odvozeny z funkce deformační energie vyjádřené v závislosti na hlavních 
prodlou�eních, která se skládá ze dvou částí - izotropní část modeluje pry�ový materiál 
matrice a byl pro ní pou�it Ogdenův model pro pry�, druhá část funkce modeluje lokálně 
ortotropní vlastnosti materiálu a je exponenciální popř. mocninnou funkcí prodlou�ení ve 
směru kordové výztu�e. Parametry funkce deformační energie byly stanoveny pomocí 
experimentálního měření deformace plá�tě pru�iny při zatí�ení vnitřním přetlakem a při jejích 
různých osově symetrických konfiguracích. 
 
1. Úvod 
 

Problém určit deformaci válcové membrány vyplynul z potřeby stanovit parametry 
kompozitního materiálu plá�tě a deformace pneumatické pru�iny pou�ívané k utlumení 
vibrací sedačky řidiče. Plá�ť pru�iny je čtyřvrstvý kompozit. Vněj�í a vnitřní vrstva je 
pry�ová, vnitřní dvě vrstvy jsou z pry�e vyztu�ené kordy spirálově vinutými symetricky 
vzhledem k ose pru�iny. Vzhledem k symetrii výztu�e a k zatí�ení tlakem chová se materiál 
jako ortotropní i v deformovaném stavu. Konstitutivní vztahy daného hyperelastického 
materiálu byly odvozeny z funkce deformační energie vyjádřené v závislosti na hlavních 
prodlou�eních, která se skládá ze dvou částí - izotropní část modeluje pry�ový materiál 
matrice a byl pro ní pou�it Ogdenův model pro pry� [10], druhá část funkce modeluje lokálně 
ortotropní vlastnosti materiálu  a je exponenciální [6,7] popř. mocninnou funkcí prodlou�ení 
ve směru kordové výztu�e. 

Parametry funkce deformační energie byly stanoveny pomocí experimentálního měření 
deformace plá�tě pru�iny při zatí�ení vnitřním přetlakem a při jejích různých osově 
symetrických konfiguracích [1,3-5]. Z membránové teorie byla vypočtena osová a obvodová 
napětí pro daný tlak a změřený tvar pru�iny a po dosazení napětí a deformací do  
konstitutivních vztahů byly stanoveny parametry funkce deformační energie jako ře�ení 
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soustavy nelineárních rovnic. 

Pro ověření těchto parametrů a zji�tění jejich vlivu na deformaci plá�tě byla deformace 
membrány nejprve ře�ena numerickou integrací soustavy diferenciálních rovnic problému 
[8,9] pomocí shooting method v prostředí MATLAB [2].  

Metoda konečných prvků pro výpočet deformace izotropních membrán je pou�ívána poměrně 
často [12-14]. Aplikace MKP na ortotropní membrány z hyperelastického nestlačitelného 
materiálu je méně častá [11,15,16]. Tyto práce se vět�inou týkají deformace arterií, nebo 
tepelného tváření vyztu�ených plastů. 

V na�í práci jsou základní rovnice membránového osově symetrického elementu odvozeny na 
základě Lagrangeovského kinematického popisu [14], radiální souřadnice prvku a radiální a 
osové posuvy uzlových bodů jsou interpolovány jako lineární funkce izoparametrické 
souřadnice. Konstitutivní vztahy hyperelastického lokálně ortotropního materiálu jsou 
odvozeny z funkce deformační energie. Matice tuhosti materiálu a vektor vněj�ích sil  
(zatí�ení tlakem vzdu�niny) závisí  na deformované konfiguraci a jsou updatovány v ka�dém 
kroku. Deformace membrány byla vypočtena pro různé okrajové podmínky - pevná čela, čela 
volně posuvná v osovém směru, zatí�ení čela osovou silou ap. K ře�ení byla pou�ita 
Newtonova metoda s přírůstkem zatí�ení, který byl řízen podle počtu iterací posledního 
konvergujícího kroku. Tímto způsobem se podařilo určit deformace membrány a� do prvního 
bodu bifurkace, kdy se ve středu membrány vytváří  boule. Vzhledem k tomu, �e při daném 
způsobu ře�ení nelze stanovit limitní a bifurkační body a provést stabilitní analýzu, je nutné 
pou�ít odli�nou strategii ře�ení pomocí metody arc-length.  
 
2. Axisymetrický membránový prvek 
 

Membránový prvek je na Obr.1. V referenční konfiguraci má prvek délku L a tlou�ťku H, v 
aktuální konfiguraci má délku l. Element má čtyři uzlové posuvy { }1 1 2 2, , , T

R Z R Zu u u u=u . 
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Obr. 1 Axisymetrický membránový prvek 
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Souřadnice a posuvy jsou parametricky interpolovány z uzlových hodnot: 
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Při formulaci vnitřní energie v totálním Lagrangeovském (TL) popisu se pou�ívá Green-
Lagrangeův (GL) tenzor deformace a druhý Piola-Kirchhoffův (PK2) tenzor napětí jako 
konjugovaná dvojice.  

Axiální slo�ku GL mů�eme jednodu�e odvodit ze změny délky elementu: 
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Variaci 11Eδ  vyvolanou variací δu  mů�eme vyjádřit jako 
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Obvodovou slo�ku GL určíme ze změny obvodu kru�nice : 
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3. Konstitutivní vztahy 
 
Odvoďme vztah mezi PK2 a GL z funkce deformační energie daného hyperelastického 
ortotropního materiálu vyjádřené v závislosti na hlavních prodlou�eních iλ . Připomeňme, �e 
v daném rotačně symetrickém případě máme PK2 a GL v hlavních slo�kách, �e hlavní směry 
se během zatě�ování nemění a �e materiál zůstává ortotropní i po deformaci. Pro daný 
materiál jsme zvolili funkci slo�enou z izotropní části � Ogdenův model pro pry� - a 
z exponenciální části [1-2,7,16], která modeluje vliv kordové výztu�e. Pou�ijeme-li podmínku 
nestlačitelnosti materiálu 1 2 3det 1J λ λ λ= = =F , mů�eme funkci deformační energie zapsat 
ve tvaru: 
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kde γ je úhel, který svírají kordy s obvodovým směrem. 

Parametry µi a αi Ogdenova modelu pro pry� [10] jsou 

 µ1 = 630 kPa,  µ2 = 1.2 kPa,  µ3 = -10 kPa, 

 α1 = 1.3,   α2 = 5,  α3 = -2. 

Parametr k1=4.19E+04kPa, který má rozměr napětí a bezrozměrný parametr k2 = -23.8 
jsme určili z výsledků experimentů [2].  

Pro nestlačitelný materiál lze slo�ky PK2 odvodit z funkce deformační energie podle vztahu: 
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kde   

 2 2 2 2
2 1cos sin 1m λ γ λ γ= + − . (3.4) 

Slo�ky E11 a E22 GL lze rovně� vyjádřit v závislosti na hlavních prodlou�eních: 
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Určíme tenzor elasticity !  z hlavních slo�ek PK2 [31, str.258] 
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Tento tenzor není konstantní, ale závisí na deformacích a je třeba ho v jednotlivých krocích 
výpočtu updatovat. 
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4. Princip virtuálních prací a jeho linearizace 
 

Vnitřní virtuální práci je výhodné vyjádřit v materiálové konfiguraci, zatímco vněj�í virtuální 
práci, vykonanou vněj�ím tlakem, je vhodné zapsat v prostorovém popisu (připomeňme, �e se 
zde jedná o nekonzervativní zatí�ení � follower load, které závisí na deformaci a které vná�í 
do matice tuhosti přídavnou nesymetrickou matici). 

Princip virtuálních prací v daném případě lze zapsat: 
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kde 0Ω je nedeformovaný objem, ∂Ω  je povrch v deformované konfiguraci a n je vektor 
normály k zatí�enému povrchu. Zavedeme-li součinitel vněj�ího zatí�ení λ , pak 
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kde ( , )λR u  je vektor residuální síly, který má být nulový, aby bylo dosa�eno rovnováhy.  

Vektor vnitřní síly elementu: 
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vektor vněj�í síly elementu: 
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Máme tedy soustavu nelineárních rovnic: 

 

 ( ) ( )− =int extf u f u 0λ , (4.5) 

 

která je neurčitá. Zvolíme-li  součinitel vněj�ího zatí�ení λ  jako parametr, pak ře�ení této 
soustavy získáme pomocí inkrementálních iteračních technik, které jsou modifikacemi 
Newtonovy metody. Zatí�ení je postupně zvy�ováno a v ka�dém kroku se provádí iterace a� 
do dosa�ení rovnováhy. Provádíme-li iteraci v  n-tém kroku při konstantním zatí�ení 

n konstλ = , pak Jacobiho maticí dané soustavy rovnic je matice tečné tuhosti  Kt 
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Pro výpočet posuvů v n-tém zatě�ovacím kroku dostáváme posloupnost: 
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která konverguje v okolí ře�ení pokud det 0≠tK .  



5. Výpočet matice tuhosti 
 
Derivací vektoru vnitřní síly elementu dostáváme: 
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Derivací vektoru vněj�í síly dostáváme nesymetrickou matici: 
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Celková matice tečné tuhosti elementu je součtem jednotlivých matic: 
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6. Ře�ení 
 

Pru�ina byla zatě�ována vnitřním přetlakem při různých okrajových podmínkách (pevná i 
posuvná čela) a posuvem čel při konstantním vnitřním tlaku. 

Byla ře�ena pneumatická pru�ina o průměru 82 mm a délce 120 mm. Bylo vyu�ito symetrie 
ulo�ení a polovina pru�iny byla diskretizována 60 elementy. V první fázi výpočtu bylo 
prováděno zatě�ování se zvoleným malým konstantním krokem zatí�ení a v ka�dém kroku 
byla prováděna iterace a� do dosa�ení po�adované tolerance. Byla pou�ita Newtonova 
metoda, kdy matice tečné tuhosti i vektory vnitřní a vněj�í síly byly updatovány nejen na 
počátku zatě�ovacího kroku, ale v ka�dém iteračním cyklu viz Obr.2. Zatě�ování bylo 
ukončeno v okam�iku dosa�ení limitního zatí�ení, kdy se matice tečné tuhosti stala singulární. 



    
 Obr.2 Obr.3 

 

Parametrizace ře�ení v závislosti na λ , která byla pou�ita, zjednodu�uje korekční fázi 
zatě�ovacího kroku výpočtu, av�ak neumo�ňuje získat celou zatě�ovací křivku, která mů�e 
zahrnovat limitní a bifurkační body viz Obr.3. Má-li ře�ení projít těmito body, je nutné, aby se 
parametr zatí�ení λ  mohl měnit v průběhu iterace. Existuje celá řada path-following procedur  
zalo�ených na parametrizaci ře�ení vzhledem k délce oblouku křivky ře�ení s, nebo 
zjednodu�ených parametrizací vzhledem k délce pseudo-oblouku, kdy se k základním 
nelineárním rovnicím problému (4.5) přidává  dal�í omezující podmínka a roz�ířená soustava 
rovnic je ře�ena metodou prediktor-korektor. Podrobnosti o těchto metodách lze nalézt 
v připojené literatuře [17-30]. 

 

7. Výsledky 
 

 
Obr.4 Deformace při posuvných  čelech a zvy�ujícím se tlaku 
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Obr. 5 Deformace při zafixovaných čelech a zvy�ujícím se tlaku 

 
 Obr.6 Deformace pru�iny zatě�ované posuvem při tlaku 0,015 MPa 

 
Mohou-li se čela pru�iny volně posouvat, pak při zvy�ování tlaku se nejprve pru�ina zkracuje 
v osovém směru jak ukazuje Obr.4. Osové zkrácení závisí na směru kordové výztu�e [16]. 
Zatě�ujeme-li pru�inu se zasunutými čely (pracovní poloha pru�iny), pak při ni��ích tlacích se 
hadice vpáčí dovnitř viz. Obr.5 a 6 . To odpovídá experimentálnímu zji�tění. 



8. Závěr 
Deformace anizotropní válcové membrány zatí�ené vnitřním přetlakem při různých 
okrajových podmínkách byla vyře�ena MKP. Zatě�ování bylo ukončeno před dosa�ením 
limitního bodu. Stanovení kritických bodů a stabilitní analýza budou předmětem dal�í práce. 
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