Numerické metody v mechanice kontinua

I. Numerické metody linearni algebry
Ulohy linearni algebry
Reseni soustav linearnich rovnic Ax =b (1.1)

o Reseni soustavy s regularni &tvercovou matici A ¥adu n x n pro 1 nebo vice pravych stran

o Vypodet inverzni matice A™

o Vypocet determinantu

o Redeni soustav n rovnic o m neznamych a singuldrnich n x n soustav v né&jakém
definovaném smyslu (1 feSeni + baze nulprostoru, feSeni s nejmensi normou, feSeni ve smyslu
nejmensich ¢tverct)

Metody FeSeni soustav linearnich rovnic

1. ptfimé (finitni)
2. iteracni

3. gradientni

4.

inverze matic

I.1 Pfimé metody FeSeni soustav linearnich rovnic

Piimé metody feSeni spocivaji v upravé matice na trojuhelnikovy (pfipadné diagonalni) tvar
(ptimy béh) a potom feSenim soustavy s horni trojuhelnikovou matici U nebo dolni
trojuhelnikovou matici L (zpétny béh). Zpétny beh je podstatné rychlejsi nez piimy.

I.1.1 ReSeni soustav s trojuhelnikovou matici

Rovnice s horni trojuhelnikovou matici U se feSi postupnym provadénim vzorce ve sméru
klesajiciho indexu k

X, :LLbk - i uijjj (1.2)

Uy j=kH
K vypoctu libovolného xi je tfeba nejvyse n vnitinich cykli (1 nasobeni + 1 s¢itani), pocet
operaci roste tedy On” (pfesngji = 0.5 n” vnittnich cykli).

Gaussova a Gauss-Jordanova eliminace

Resim soustavu rovnic Ax = b. V prvnim kroku necht prvek a;; # 0 (Ize vzdy dosahnout
ptehozenim rovnic). Prvek a;;, pouzity k upravé rovnic 2, ..., n nazveme hlavnim prvkem (pivot).

Od i-té rovnice odedteme 1.rovnici ndsobenou multiplikatorem m!” = -a /a,, . Modifikovana

i
soustava bude mit v 1.sloupci pod diagondlou samé 0. Uprava provadéna soucasné s pravou
stranou odpovida nasobeni rovnice matici

1 00 -0

-a,/a, 1 0 - 0

D, = (1.3)

-a,/a, 0 0 - 1

nl



Rovnice po prvni upravé ma tvar D;Ax = Db, oznacime DA = AV a Db = b, Po k-1
tipravach méa matice A®™Y tvar

all a12 al,k—l alk aln
) ) ) )
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(k-2) (k-2) (k-2)
AlD 0 k-1 Ak A in L4
0 0 (k-1) (k-1) (1.4)
Ak A
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(k-1) (k-1)
0 0 0 a,, a,,

Zde horni index zna&i pocet prav daného prvku. Pokud ali™# 0, 1ze ho zvolit za hlavni

(

prvek, spocitat multiplikatory m* = —a(™ /al¥ ™" pro i = k+1, ..., n a upravit ptislusné rovnice.

V k-tém kroku upravy pouzivam jako hlavni prvek prvek k - 1-krat upraveny (odecitani!)
hlavni prvek — ztrata presnosti = vybér hlavniho prvku.

Bez vybéru hlavniho prvku - pfimé metody nepouZitelné pro obecné matice!!

Pocet operaci

Na kazdou 0 — < n vnitinich cykla, pottebuji n(n — 1) prvki — 0. Celkovy pocet vnitinich
cyklt On’ (presn&ji = 1/3 n’), slozitost algoritmu je fadu n’.
Gauss-Jordanova eliminace

Upravuji se vSechny prvky mimo diagonédlu. Matice se pievede na jednotkovou I. Pfimo
spo¢tu inverzni matici A, Vysii po&et operaci = n’ vnitinich cykla.
LU metoda

[J matice A lze rozlozit do tvaru A = LU, kde L, U jsou leva dolni, resp. prava horni
trojuhelnikové matice. Potom feSeni najdu postupnym feSenim 2 soustav s trojihelnikovou
matici

Ax=b = (LU)x=b = L(Ux)=b = Ly=b, Ux=y

LU dekompozice
a, a;, a; - a, 1 0 0O --- 0 u, u, u, - u,
A, Ay, Ay v A, L, 1 0 - 0 0 u, Uy - U,
a; a; Ay oAy = 131 132 1 -« 01l O 0 uy - Uy, (1.5)
a, a, a,; - a, L, 1, L, - 1 0 0 0 - u,

Nasobeni matic

i—1
i<j ay =y + Y Luy (1.6)
k=1
j-1
i>] ay = lyug + Y Louy (1.7)
k=1

Croutiiv algoritmus - postupny vypocet napt. odleva po sloupcich a ve sloupcich odshora.
Nejdiive



i—1
uj =aj- Y L, (1.8)
k=1

=1,

uziva |1 z predchozich sloupcti a u z pfedchozich fadk, a potom
i1
Iy = (aij _Zlikukjj/ujja i=j+l, .., n (1.9)
k=1

uziva 1 z ptedchozich sloupcii a u z naddiagonalni ¢asti sloupce.

Sloupcové hledani hlavniho prvku (uplné nelze). Prvky a;; pouziji jen 1 X, vysledné prvky
matic L a U se vejdou do 1 matice.

Vlastnosti LU metody:

«  Pfima (finitni) metoda, stejné krokl jako pfimy béh Gaussovy eliminace

« Hlavni vyhoda - pii dekompozici nepracuji s pravou stranou rovnice, rychlé vypocty pro
postupné ziskavané pravé strany

«  Lze iterativné zptesnit vysledek

Choleského metoda

Je-li matice A symetrickd a pozitin¢€ definitni, vede jak metoda trojihelnikového rozkladu, tak
zakladni Gaussova eliminacni metoda k cili bez vybéru hlavniho prvku. Z divodu Setieni
aritmetrickym operacemi 1 pamétni je vSak vyhodnéjsi v tomto pfipadé rozlozit matice A na
soucin

A=LL" (1.10)
kde L je dolni trojuhelnikova matice, a fesit soustavy

Ly=b, (1.11)

L'x=y (1.12)

1.2 Iteracni metody FeSeni soustav linearnich rovnic
Jacobiho metoda

Ptedpokladem metody je, Ze matice A ma nenulové diagonalni prvky aj # 0. Slozky k+1
Jacobiho iterace feSeni jsou dany

G — B ) _ &) a0 _ @i gy LD
X, E X T X Xy e X (1.13)
a; i i i i
Matici A lze zapsat ve tvaru
A=D+L+R, (1.14)

kde D je diagonalni, L je dolni trojihelnikovad a R horni trojuhelnikovou matici (L a R maji
nulovou diagonalu).

Jacobiho iteraci lze zapsat ve tvaru
x* =-D(L +R)x™ +D™'b (1.15)

Véta Pokud je matice A diagondln¢ dominantni, pak Jacobiho metoda konverguje.
Dukaz Pro diagondln¢ dominantni matici plati



y Mq (1.16)

=L |aii|

a tedy maximova norma matice HD_1 (L+ R)H <lI.

Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je podobna Jacobiho metod¢, ale na rozdil od ni pouziva pti vypoctu
slozek vektoru x**" jiz dfive vypoctené slozky k + 1 iterace. Iterace je dana vztahem

(o) — _ 3 ) 0 3o ) _ &m0 _8in b,
xi ) = =y e m—ELx ) L ) — ) L (1.17)

a.. a.. a.. a.. a..

Vztah lze zapsat vektorové
X = ~D+L)"Rx® +(D+L)"'b (1.18)
Véta Postacujici podminky konvergence Gauss-Seidelovy metody jsou:
1. A je diagonaln¢ dominantni matice.

2. Matice A je pozitivné definitni (symetrickd s kladnymi vlastnimi €isly).
Superrelaxaéni metoda

Gauss-Seidelovy metoda konverguje pro pomérné Sirokou tfidu matic, ale jeji konvergence
mize byt velmi pomald. Ozna¢ime-li Ax™ =x*" —x® rozdil mezi iteracemi Gauss-
Seidelovou metodou, pak je superrelaxa¢ni metoda dana vztahem

x* = x® + o™ (1.19)
kde relaxaéni faktor wje z intervalu (0, 2), obvykle w U (1, 2).

Relaxaéni faktor slouzi kurychleni konvergence metody a jeho optimalni hodnotu Ize
vypocitat ze vztahu

2
(‘Oot -
" 1+\1-p(B)

B je iteracni matice Gauss-Seidelovy metody. Gauss-Seidelova metoda je tedy specialnim
pfipadem superrelaxac¢ni metody s w=1.

, B=-D+L)'R (1.20)

1.3 Gradientni itera¢ni metody

Metody této skupiny jsou vhodné pro feSeni soustavy se symetrickou a pozitivné definitni
matici a vyuzivaji fakt, Ze feSeni takové soustavy je jedinym minimem formy

Qx)=x'Ax—x'b. (1.21)

Posloupnost vektort, kterd konverguje k pfesnému feSeni dané soustavy, se v tomto piipadé
da konstruovat tak, ze za ptredpokladu, Ze i-t4 aproximace x? je uz urcena, se zvoli smér v, urg
se Cislo q; tak, aby vektor x+ a;v"” minimalizoval formu Q na piimce x” + a;v"” a poloZi se

XD = O 4y, (1.22)

Specialni volbou sméra v v jednotlivych krocich se dostavaji konkrétni metody.



Metoda nejvétSiho spadu

V této metod& se voli smér v\ tak, aby souhlasil se smérem gradientu funkce Q. Pfisluiné
vzorce jsou

- 0T
x0T = x0 + TR (1.23)
r’ Ar
kde vektor r? se nazyva reziduum i-té aproximace a je din vzorcem
r? =p - Ax?. (1.24)

Metoda sdruZenych gradientii

Princip této metody spo&iva ve volbs vektort v tak, 7e vzniknou A-ortogonalizaci vektord

rezidui. A-ortogonalizaci (pfi dané symetrické a pozitivné definitni matici A) rozumime postup,

pomoci kterého se zposloupnosti linearné nezavislych vektort u”, ou® sestroji jina

posloupnost linearné nezavislych vektora vV, ..., v® tak, 7e plati v?’AvY =0 pro i#j. Tato

myslenka vede na algoritmus popsany nasledujicimi rovnicemi:

v = rD = _ AxD, (1.25)
OT,.0)
vr
o =—Y _ 1.26
i V(l)TAv(l) ( )
XD = O 4 0(iv(i)’ (1.27)
D = 0 o Ay, (1.28)
DT A G+
v Ar
S — 1.29
Bl V(])TAV(l) ( )
VD = D) BiV(i), (1.30)

Tato metoda ma tu pozoruhodnou vlsatnost, Ze za ptedpokladu, ze se nedopousStime
zaokrouhlovacich chyb, vede po n krocich k pfesnému feSeni.

1.4 Inverze matic
Metody pro feseni soustav linearnich rovnic Ax = b Ize uzit ke konstrukci inverzni matice A™.
Inverze matice trojuhelnikovym rozkladem
Al=vu'L! (1.31)
Inverze matice rozdélenim na bloky

Necht” matice A je zapsdna ve tvaru

P,
A= Q , (1.32)
R, S
kde P, resp, S je ¢tvercova matice fadu p, resp, s. PiSeme-li podobné
4 | KL
A= , (1.33)
M, N
je K=(P -QS'R)",
M =-S'RK,
N=(S -RP'Q)", (1.34)

L=-P'QN,



I1. ReSeni soustavy nelinearnich rovnic

Soustavy nelinearnich rovnic

V obecném piipadé je feSeni soustavy nelinearnich rovnic velmi obtizné, neexistuje zadna

dobré obecné pouzitelna metoda.
Je zadédna soustava f(x) = 0, kterou miizeme rozepsat ve tvaru

f](Xla X2y eeey Xn) = 0

fz(Xl, X2y eeny Xn) =0 (21)

I1.1 Prosta iterace

Soustavu (2.1) lze prepsat do tvaru x = ¢(x), tedy

X1 = 9(x),
X2 = ¢(x), (2.2)
Xn = O(x).
Tato soustava ma stejna feseni jako soustava (2.1). Iterani vzorec ma tvar
x =0 x") (2.3)

I1.2 Newton-Raphsonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

Presné feseni & vyjadiime ve tvaru § = x + 0x. Hodnotu funkce v bod¢ ¢ vyjadiime pomoci
Taylorovy véty

f.(x +8x) =f,(x) +Zn:§i &, + O(3x°) (2.4)

i1 OX;

0

Systém rovnic linearizujeme v bodé x® (k-ty odhad feSeni). Mame soustavu n linearnich
rovnic o n neznamych

o o on
0x, O0x, ox, B0 f (X(k))

of, of, o, “©

@4 % % £ (x®

ox, O0x, ox 6X.2 = Z(X ) (2.5)
: : : " '

o, o, of | O/ [L(x")

ox, O0x, ox,

Iteraéni vztah je tedy x*™ =x™ + &, kdei=1, .., n.

Vektorove x & = x® —[Jf(x(k))]_l [ﬂ(x(k)).



Pfi dostate¢né¢ dobrém odhadu tato metoda vzdy konverguje. V ptipadé nutnosti pocitdme
derivace numericky.

Pozn. Metodu Ize modifikovat tak, aby se omezeni nebezpeci pfili§ dlouhych krokt daleko od
feSeni. V [ iteracnich krocich chceme pokles fo . Pokud k nému v nékterém kroku nedojde,
i=1

misto kroku &x*) Newtonovy metody uZijeme vztah

X =X AT, Kde AT, 1),

I1I. Obyc¢ejné diferencialni rovnice

Obycejnou diferencialni rovnici N-tého fadu

fF(xy.7.y o y™) = 2(x) 3.1)
pfevadime na soustavu N diferencidlnich rovnic 1. fddu. Provedeme substituce

y =z y=z, .. vy =z, (3.2)

a dostaneme soustavu

y =z Z, =z, .. Zy, T2y (3.2)

f(x, y,z,,...,zN_,,z;q_l) =g(x) (3.3)
Posledni rovnici lze obvykle roztesit vzhledem k z,_, , pak ji lze psat ve tvaru

Zn = 8(X, .21 20, (3.4)

K jednoznacnosti feSeni musi N rovnic prvniho fadu (1 rovnice N -tého fadu) spliiovat N
podminek.

Podle zadani podminek rozliSujeme 2 zakladni ulohy

« Pocéate¢ni problém - [J podminky jsou zaddny v jednom bodu (mohu pifimo sledovat
feSeni vychdzejici z tohoto bodu)

« Okrajovy problém — [ podminky nejsou zadany v jednom bodu - nejcastéji jsou
podminky zadany ve 2 bodech na okrajich, ale mohou byt i jiné, napf. integralni podminky

I11.1 Ulohy s poéateénimi podminkami
I11.1.1 Eulerova metoda
Systém diferencialnich rovnic
y =1(x,y)
Pocate¢ni podminky zadéavaji feSeni v bodu x, feSeni budeme hledat postupné v bodech x;,

X2, ..., Xp. PTibliZnou hodnotu feSeni v bod¢ xy; nalezneme s pomoci 2 ¢lenii Taylorova rozvoje
v bodé xi. Oznaéme hy = xy+1 - Xx. Pak

Vel = Yi + i, y)



Eulerova metody je metoda 1. fadu (piesnosti). Je tedy malo ptesnd, vyZaduje velmi kratky
krok, a proto se v praxi pouziva jen ztidka.

Konvergence Eulerovy metody

Necht je diferencialni rovnice y' =f(x,y) s poc¢ate¢ni podminkou y(xo) = yo. Necht’ v oblasti
D={(x,y) xo<x<X, ly—yol& b}, je funkce f(x, y) spojita a ohrani¢end Lf(x,y)l< A. Necht’
dale X — xo < b/A a necht' na mnozin¢ D [IL > 0 takové, ze plati Lipschitzova podminka

Uf(x, z) - f(x, y)& Llk -yl
Potom pro h — 0 plati

1. posloupnost y,(x) konverguje k ¢(x),
2. ¢(x)0C ! je feseni diferencialni rovnice na xo < x < X,
3. neexistuje na Xy < x < X zadné jiné feSeni vyhovujici pocate¢ni podmince.

I11.1.2 Runge-Kuttovy metody pro reSeni po¢atecniho problému
Princip Runge-Kuttovych metod

Jsou to v praxi velmi €asto pouzivané metody. K nalezeni feSeni yn+1 = y(Xnr1) se vyuziva
pouze ptredchoziho bodu (X, yn), nevyuzivé bodl s indexem k < n. Takové metody nazyvame
jednokrokové.

Metody Runge-Kutta jsou zalozeny na postupném zptesiiovani hodnot v bodech mezi x, a
xnt1 véetné (obvykle se vyuziva bodu x, + hy/2). Vypocetni vzorec Runge-Kuttovy metody ma
tvar

Yo+l =¥ T thRK(Xn, Yn, h) (35)
kde

CDRK(Xn, Yn, h) = prlkl(h) + pr2k2(h) .t prrkr(h)a
a dale

ki(h) = f(Xn, yn)
kao(h) = f(xq + azh, y» + hBaiky), (3.6)

kr(h) = f[Xn + C(rh, Yn + h(Brlkl + BerZ +..t Br,r-lkr-l )]

Pokud zvolime r = 1, dostaneme Eulerovu metodu. Pro r< 4 se fad metody muze rovnat r
(chyba 1 kroku Oh™"). Pro konstrukci metody 5. ¥adu je viak zapotiebi alespoii r = 6.

Runge-Kuttova metody 2. Fadu

Zvolime tedy r = 2 a miizeme odvodit
q)RK(XIh Yn, h) = lef(Xn, Yn) + p21f(xn + G2ha Yn T B21hf(xm Yn)) =
= Pric(Xn, Yo 0) + Pp (Xn, Y, 0) + O()

= P21f(Xn, Yn) + P22f(Xn + Yn) + hpoa[f(Xn, Y02 + f(Xn + Ya)B21f(Xn, Yu)] + O(h?) (3.7)
kde f=0f/0x, f,=0f/dy a @' je derivace ® podle h.



Porovname vyrazy u nulté a prvni mocniny h funkce ®gk s piirtistkem ®r ( y(x, +h) = y(Xy)
+ h®7) vyjadienym z Taylorova rozvoje

Br = f(xn, ya) + % j—f +O(?) = f(xns y0) + %(fx +TE,) + O(hd) (3.8)
X

a dostaneme

h’ : pytpn=1

1
hfy 1 p20, = ) (3.9)
hfy © paPo =
y + P22pP21 >

Tato soustava ma nekone¢né mnoho feSeni, ale logice Runge-Kuttovych metod odpovidaji
nasledujici 2 feSeni feSeni.

. 1, ., . . ‘v, . "
Resenia, =1,Bx=1apy=pn= > dava metodu analogickou lichobéznikové metodé

integrace. Zde je

1
ky = f(xn + h, yo + hf(xn, yn)) a Ynt1 =¥n T 5 (ki +k2) (3.10)
Reseni 0, = By = % , P21 = 0 a pyy = 1 davé metodu analogickou obdélnikové metode

integrace. Zde je

ky, =f(x, + %, Vn t %f(xn, Vo) a Yo+l = Yn T hko (3.11)

Runge-Kuttova metody 3. Fadu

1
Yn+1 = ¥Yn + Zh(kl + 31(3) (312)
ki = f(Xn, yn)

1 1
ko =M%y + S, yo + k) (3.13)

mzﬂm+§mw+§mg

Runge-Kuttova metody 4. Fadu
Dvé velmi znamé metody 4.fadu jsou
%ﬂzw+%mm+%ﬁom+m) (3.14)
ki = f(Xn, Yn)

1 1
k, = f(x,+ —h, y, +—hk
2 =1( Syt 1)



ks = f(xq + . Yo+ hko) (3.15)
2 2

ke = f(xa+ h, yn +hks)

a

Yot1 = Yo T %h(kl +3ks + 3ks + ky) (3.16)

k; = f(Xn, Yn)

Ko = f(x+ ~h, ys +—hky)
3 3

Ks = flxa + %h, i -%hkﬁhkz) (3.17)

ks = f(xa + h, ya + hk; — hks + hk3).
I11.2 Okrajové ulohy (ulohy s okrajovym podminkami)

Podminky nejsou zadany v 1. bodu, jsou obvykle zadany ve 2 bodech, 1 kdyz i jina formulace
podminky (napf. integralni) je moZna.

Necht' jsou podminky zadany ve 2 bodech (rovnice alespon 2. fddu nebo nejméné 2 rovnice
1. fadu). Méame-li rovnici N-tého t4du, n; podminek je zaddno v bodé a a n, podminek v bod¢ b,

v

kde n; + n, = N. Nejcastéjsi jsou podminky s tvarem y(a) = 0y, y' (a) = a; nebo cyy(a) + c2y' (a)
= 0y.
Zakladni metody feseni okrajovych uloh jsou
« metoda stielby
« metoda siti (kone¢nych diferenci)

« varia¢ni metody
I11.2.1 Metoda stielby

Abychom popsali metodu stielby, uvazujeme soustavu m diferencidlnich rovnic

y =f(x,y), xU(a, b) (3.18)
s obecnou okrajovou podminkou
r(y(a), y(b)) = 0. (3.19)
V algoritmu metody stielby zvolime nejprve libovolngé vektor & = (a1, ..., Oy)' a FeSenim
soustavu (3.18) a pocatecni podminkou
y(a)=aq, (3.20)
kde vektorova funkce F je definovana predpisem
F(a) =r(a, y(b; a)). (3.21)

w7 . * A W /4 A v 4 r M r 7 A W 14
Oznacime-li o feSeni soustavy (3.20), nalezneme teSeni dané okrajové ulohy feSenim
soustavy diferencialnim rovnic (3.20) s poc¢atecni podminkou

y@=a, (3.22)

Dulezitou soucasti metody stfelby je tedy feSeni soustavy nelinearnich rovnic (3.20).



I11.2.2 Metoda siti (konec¢nych diferenci)

Metoda siti je velmi popularni a v principu univerzalni metoda pro feSeni okrajovych uloh
nejen pro obycejné diferencialni rovnice, ale zrejména pro parcialni diferencialni rovnice.

Uvazujme diferencidlni rovnici

y =f(xy.Y), (3.23)

v intervalu (a, b) s jednoduchymi okrajovymi podminkami.
y@=y, yb)=v. (3.24)
Ptedpokladame-li, ze prava strana rovnice (1), psana ve tvaru f(x, y, z), spliiuje podminky
0<po=fyx,y,z) <Py, Uf(x,y,2)E Qo (3.25)

(symbol f; a f, znaci parcialni derivace podle pfisluSnych proménnych) a dostatecné velké oblasti
proménnych X, y a z, ma okrajova uloha (3.23), (3.24) feSeni.

Zakladni mySlenka metody siti spo¢iva v tom, Ze v daném intervalu (a, b), v némZz hledame
fesSeni, zvilime konecnou mnozinou bodl zvanou sit’-nejcastéji to byva mnozina ekvidistantnich
bodi

xc=a+kh, k=0,..,n, (3.26)

kde h = (b — a)/n a n je pfirozené ¢islo —a v bodech této mnoziny splnime danou diferencialni
rovnici a eventudlné¢ okrajové podminky pouze ptiblizné a to tak, Ze derivace nahradime
diferencnimi podily (tj. vhodnymi linedarnimi kombinacemi funkénich hodnot hledané funkce
v okolnich bodech). Zanedbame-li chyby, kterych se ptfitom dopustime, dostaneme pro hodnoty
pfiblizného feseni soustavu kone¢né¢ mnoha obecné nelinearnich rovnic.

Provedeme-li naznaceny postup pro okrajovou ulohu (3.23), (3.24), tj. nahradime-li druhou
derivaci funkce y v bod¢ xx podilem [y(Xk+1) — 2y(xx) + y()<k_1)]/h2 a prvni derivaci podilem
[y(xx1) — y(xi1))/(2h), které je aproximuji s piesnisti imé&rou h’, dostaneme pro pfiblizné
feSeni yx v bodech xi, k=0, ..., n, soustavu rovnic

—_ + -
Vi —2Y, yk+1:f(xk’yk’3’k+1 yk—lj’kzl’n_,n_l’ (3.27)

h? 2h

Yo=Y, Yn=Yo.
Pfiblizné feseni piitom aproximuje presné feSeni s piesnosti h*,
Na rozdil napf. od uloh s pocatecnimi podminkami, soustava (3.27). kterd piedstavuje
kone¢nédimenzionalni nahradu pivodni ulohy, netvofi jesté algoritmus piiblizného feSeni této
ulohy. Bude tomu tak teprve tehdy, az uddme konkrétni metodu, jak tuto soustavu feSit. Jedna

zmoznosti je Newtonova metoda, kterou jsme doporucovali uz v pfipadé metody stielby.
Vzhledem k specidlnimu tvaru soustavy (3.27) Ize take uzit jednoduché itera¢ni schéma

2h
k=1,..,n1, (3.28)

(i+1) _

yg+1) =Y, Ya Y2,

2Ly ) vyt e[y g B3
(1+00)y{( D :E(y{(zl +yf{ll) +ny() _EhZf[Xkyi),M ’

kde volba ¢iselného parametru w tak, aby platila nerovnost
1.,
w= Eh P,, (3.29)

zarucuje konvergenci.



IV. Metoda kone¢nych prvki

Metoda kone¢nych prvkll (FEM — Finite Element Method), se s vyhodou pouziva pro feSeni
riznych problémt v oblasti mechaniky poddajnych téles.

V metodé koneénych prvkii (MKP) vyplnime objem uvazeného télesa mnoha ndhradnimi
¢astmi jednoduchych geometrickych tvarG - ty nazyvame prvky — a mame zato, Ze pfi
vypliiovani objemu nevznikly Zadné umélé dutiny a Ze prvky jsou pospojovany jen nékolika
svymi hrani¢nimi body. Kone¢nym prvkem nazyvame zvoleny element (objemu, plochy, délky)
definovany uzly v rozich, popf. i na hranach.

Existuji mnohé zptisoby jak vysvétlit a odvodit zakladni vztahy pro metodu kone¢nych prvkii.
Jeden z nich, zde uvedeny, je zaloZen na principu virtualnich praci.

IV.1 Princip virtualnich praci

Princip virtudlnich praci hraje v mechanice kontinua dualezitou roli. Je téZ nazyvan principem
virtudlnich posunuti. Dudlnim principem k principu virtualnich posunuti je princip virtualnich sil
[2]. Virtudlni prace je fiktivni prace, kterou vykonaji staticky ptipustné sily a napéti pfi
infinitesimalnich kinematiky ptistupnych posunuti.

Virtuani prace dU, vykonana vnitfnimi silami, je rovna praci dW, vykonané vnéjsimi silami

oU = oW 4.1
Virtudni préci vnéjsich sil je dana virtuani praci povrchovych a objemovych sil
8W = | uit,dS +[ du, f,dV (4.2)
S 14

Virtuani posuvy Ou; jsou myslené, nikoliv skutecné, infinitesimalni posuvy udélené kazdé
castici télesa.
Z vykonu vnitinich sil podle (2.5.76 [2]) se da odvodit virtudlni prace sil ve tvaru

6U=I5£..adV (4.3)
V

vy

Ptipojime-li virtudlni praci osamélych sil, se kterymi se tak Casto pracuje v inzenyrské praxi
dostaneme

>..04.0,, (4.4)

muzeme celkovou bilanci virtualnich sil napsat ve tvaru, v ném se s ni ¢asto setkavame v textech
vénovanych metod€ konecnych prvki (Bathe, 1996)

Iégjq/dV B IJuitidS +.[ qu,f,dV + 3,04,0, )
4 N v

Vyjadieno slovy, virtudlni prace vnitinich sil se rovna souctu virtualni praci sil obemovych,
povrchovyvh a osamélych. Veli¢ina &g;, odpovida predepsanému virtualnimu posunuti v misté
ptisobite sily Q;.

IV.2 Soustavy nelinearnich rovnic v MKP

Se soustavami nelinedrnich rovnic se v metodé kone¢nych prvka setkdvame casto.

IV.2.1 Rovnice rovnovahy télesa



Staticka rovnice rovnovahy télesa ma po diskretizaci tvar

Ku=R (4.6)
Kde K je matice tuhosti, u vektor posunuti a R je vektor uzlovych sil.
Rovnici (4.6) Ize piepsat do obecného tvaru

g(u) =K(u)u-R(u)=0 4.7)

kde g(u) je gradient potencialni energie, znamy téz jako rezidualni vektor (out-of-balance-force).
IV.2.2 Rovnice stacionarniho vedeni tepla

Rovnice stacionarniho vedeni tepla vyjadiuje zavislost mezi pfivadénym vykonem Q a
vektorem uzlovych teplot T jako

KT=0Q (4.8)
Tepelny tok Q na povrchu télesa byva nejcastéji popsan prestupem
Q=0a(T-To), a=a(T) 9)

kde Ty je teplota okoli a a je soucinitel prestupu tepla. Protoze a = a(T), bude matice tepelné
vodivosti K i pravé strana Q funkci teploty télesa. Podobné jako (4.7) mizeme psat

g(M=KMT-QT)=0 (4.10)
IV.2.3 Konstitutivni vztahy
Konstitutivni vztahy déavaji do souvislosti tenzor napéti @ s tenzorem deformace €, napt. Pro
nelinearné pruzny material
0= Dg, kde D =D(g), resp. D =D(0) 4.11)

Miuzeme povazovat (4.11) za soustavu nelinedrnich rovnic typu g(a) = 0 nebo, coz bude pro
dalsi ucely vyhodné;si
o= f(0), f(o)=D(0)¢, (4.12)

Zakladnim algoritmem feSsni soustav nelinearnich rovnic na globalni urovni je Newtonova-
Raphsoniva (NR) metoda.

IV.3 Newtonova-Raphsonova metoda
Problém na globalni urovni mizeme formulovat nasledujicim zplisobem: Hledame feSeni u,
pficemz k dispozici mame jen aproximaci u,, tedy
g(u,) #0, g(u)=0. (4.13)
Ozna¢me g, = g(Uy) , Atps| = Upysg - Uy (4.14)
Definujeme Jacobian (tangencialni) matici

K= %, kde gi = gi(u), i,j=1,2,....N (4.15)
u.

J

nebo stru¢né

n: og (4.16)



Dale definujeme hessian

2 2
08 g - a_% (4.17)
Ou Ou, ou .

Hij =

Rozvojem (4.13), do Taylorovo fady v okoli bodu u,
g(u) = g, + Ky(u - uy) + %Hn(u “u)? +O(u-u,)’ =0 (4.18)

Zanedbanim kvadratické ¢leny a ¢lenti vyssich fadi obdrzime vyraz pro novou aproximaci
Un+]

Ky(up+1 - uy) = -gn (4.19)
NR algortimus
1) up=0
2) gn=g(u,) =0 - exit
3) sestavit K, = 0g/0u v bod¢ u,
4) KyAuyi =gy
5) Wper = uy + Auyyyg

Nova aproximaci u,; anuluje jen prvni dva ¢leny fady (4.18). Zbytek, poc¢itame kvadratickym
¢lenem, predstavuje chybu aproximace. D4 se tedy ocekovat, Ze v nasledujici iteraci, kdy bude

o . 1 .
eliminovén rezidual EHn(u - u,)’ + O(u - uy)’, vznikle chyba fadii O(unss - up)* = O(ups; -

u,)" atd. Metoda bude zfejmé konvergovat kvadraticky.

IV.4 Kriteria konvergence

Podstatnou soucastni algoritmi pro feSeni soustav nelinedrnich rovnic je kontrola, zda se
slozky rezidualniho vektoru blizi nule. K tomuto tc¢elu je napt. Vhodné ovéfit velikost normy

vektoru |g_

1. Kriterium rovnovahy sil

<RTOL |g,| (4.20)

g,

2. V nékterych piipadech se zbytkovd nerovnovéazna sila vyskytuje jen v omezené oblasti
télesa, napt. V plastické zon¢. Tehdy je téz vhodné kontronlovat maximalni uzlovou silu

g, (4.21)

. <RTOL |g,|

o 2

g = miax\gi"\ (4.22)

3. Pokud ulohu feSime modifikovanou NR metodou, mizeme nastat nepiizniva situace.
Kriteria (4.20) a (4.21) jsou sice splnéna, avSak aproximace u, je stile daleko od skute¢ného
feSeni u. Z tohoto diivodu je vhodné méfit relativni velikost pfirastek v posledni iteraci

|Au, | <RTOL |u,,| (4.23)

l'ln+l

IV.5 Metoda postupnych aproximaci



Uvazujme problém typu @ = f(0) na localni Grovni. Zminéna naznacuje moznost zkonstruovat
iteracni schema

Oni1 = f(0n) (4.24)

Tento jednoduchy algoritmus se nazyva metodou postupnych aproximaci a budeme pro néj
nadale pouzivat stru¢né oznaceni SI (successive iterates).

1V.6 Matematicka stabilita

Pojem matematické stability se vztahuje k feSeni obycejnych diferencialnich rovnic. Jako
modelovy problém uvazujme linearni diferencialni rovnici s konstantnim koeficientem A

y=Ay, yo=y(0) (4.25)
jejimz exaktnim feSenim je funkce
y(t) = yo (4.26)

Z praktického hlediska nés nezajima jenom tento Cisté teoreticky vysledek, ale téz to, jak se
bude funkce y(t) chovat vzhledem k naruSené pocatecni podmince y,. Zavedeme-li poruchu &,

potom
¥y =Yo+& F(t) =y(t)+ee" (4.27)

Je ziejmé, Ze eventualni chyba vy, nebude nartstat jen v tom ptipadé, kdyz A < 0, coz je
ovSem vlastnost parametru A, kterou nemizeme nijak ovlivnit. O systému fekneme, Ze je
matematicky stabilni, kdyZ se chyba v pocatecni podmince v Case nezesiluje.

1V.7 Prostorova diskretizace MKP

V motodé¢ konecnych prvki se spojité funkce aproximuji pomoci disketnich hodnot
pfifazenych uzlovym bodim sité. Celkovy pocet takovych bodl necht” je N. Ozna¢me slozky

vektoru posunuti k-této uzlu o soutfadnicich X;‘ jako

1

uf (1) =y, (X5,t) (4.28)
Uzlova posunuti byva zvykem zapisovat do sloupcového vektoru

q= [ui,u;,u;,...,u}q,u?,uyT (4.29)
Uvnif elementt se spojité funkce u, (X i ,t) U, (X i t) nahradi interpolacemi

uiZAiq , u.

=Aiq (4.30)
kde A; jsou matice (fadkové vektory) tvarovych funkci
A =[ai(Xj), 0, 0, ..., an(X;), 0, 0]
Ay =0, a1(X;), 0, ..., 0, an(X;), 0] (4.31)
A3 =10, 0, ai(Xj), ..., 0, 0, an(Xj)]
Oznacime-li derivace tvarovych funkci
0A,

L= 0A 4.32
Y (4.32)



plati nasledujici vztahy

uij = Aijq, 0= A4 (4.33)

1,]

Vyse uvedenym postupem je provedena prostorova diskretizace pretvoreni. Déle je tfeba najit
diskretni podobu energetického vztahu

W= q" [ (Al +ALu, )8av, (4.34)
W=q" [ Alfdv+q" [ Altds (4.35)

Poznamenejme, Ze v (4.35) jsou tvarové funkce vyjadieny zvhledem k x;. Z porovnani obou
vyrazi vyplyva diskretizovany tvar principu virtudlnich vykona

W=q"W=q"R, (4.36)
kde a R jsou ekvivalentni vektory vnitinich sil a zatizeni vzhledem k uzlovym bodim
W= jvo (AT, +ALu, )s,av, (4.37)
— T T
R= jvo AJfdV + [ Altds (4.38)

Princip (4.36) musi platit pro libovolny vektor q odkud
Y=R. (4.39)

IV.8 Tangencialni operatory

Nékteré metody feSeni soustav nelinearnich algebraickych rovnic (ale ne vSechny) vyzaduji
sestaveni tangencialni matice. Derivovanim (4.37) podle ¢asu obdrzime

dv_
dt Vo

Dale muzeme odvodit

(A +ALu, v + [ AL, S,dv (4.40)

CL—T =K' q, (4.41)
kde K" je symetricka tangencialni matice

K=K +K°+K", (4.42)

K'=K" + (K" + K-, (4.43)

Sestavajici z matice po&ateéni tuhosti K°, z geometrické matice (matice po¢ateéniho napéti)
K° a z matice velkych posunuti K*.

K= JVO A/ Dy A, dV, (4.44)
K° = Jv(, A SA AV, (4.45)
KUY = J.v(, A/ DA, u, dV, (4.46)

m,j ijkl

K”= [ u, Al DyA,u,dv. (4.47)
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Matice K" je dobfe znama z linearni pruznosti. Tato matice nezavisi na pfetvoreni télesa, a
proto je mozno ji sestavit a faktorizovat jesté pied zahdjenim nelinearniho vypoctu.

Geometricka matice K° zavisi vyhradné na S;; a nikdy se nedé v tangencidlnim vztahu a priori
zanedbat. V maticich K"', K" vystupuji derivace posunuti u;j, které je nutno vypocitat
z interpolace (4.33) v zavislosti na q.

IV.9 Velké soustavy linearnich algebraickych rovnic

Mnoho problémt v technické praxi vede na feSeni soustavy n linearnich algebraickych rovnic
o n neznamych Ax = b. Matice soustavy A, je-li odvozena z deformacni varianty metody
kone¢nych prvkit (MKP), ma vyznam globdlni matice tuhosti, b predstavuje vektor vnéjsich sil a
vektor x obsahuje hledané fteSeni, vyjadiené v zobecnénych posuvech. Matice A obvykle
regularni, symetrickd, pozitivn¢ definitni a tidka.

IV.9.1 Pfimé metody FeSeni algebraickych rovnic

Tyto metody se vyznacuji tim, zZe zanedbame-li vliv zaokrouhlovacich chyb, je mozné
dosahnout piesného tessni po konecném poctu algebraickych operaci.

IV.9.2 Gaussova eliminace

Soustava rovnic je obvykle feSena néjakou variantou Gaussovy eliminace. Metoda Gaussovy
je zalozena na postupné eliminaci neznamych. Nasobky prvni rovnice se odecitaji od zbyvajicich
rovnic tak, Ze prvni nezndmda vypadne. Tak ziskdme mensi soustavu (n-1) rovnic o (n-1)
neznamych. Timto zpiisobem pokracujeme, dokud neristane posledni rovnice. Posledni rovnice
obsahuje pouze jednu nezndmou, jejiz hodnotu je mozno snadno urcit. Dosadime hodnotu
posledni neznamé do ptedchozi rovnice umoznujici vypociitat hodnotu predposledni nezndmé.
Timto postupem pokracujeme nahoru, dokud vSechny nezndmé nejsou vypocitany.

IV.9.3 Gaussova-Jordanova elimina¢ni metoda

Tato metoda feSeni soustav algebraickych rovnic se na prvni pohled zda byt velmi Gc¢inna,
eliminace rovnic je totiZ koncipovana tak, Ze postup nevede na trojihelnikovou matice nybrz na
diagonalni.

I1V.9.4 Choleského rozklad

Tato metoda je zaloZena na rozklad plivodni matice A v soucin dolni trojihelnikové a horni
trojuhelnikové matice, tj A — LU. Je-li matice symetrickd, postup se zjednodu§je, rozklad
potom je A — R'R, kde R je horni trojuhelnikové matice. Tedy misto Ax = b fe§ime R'Rx = b.
Ozna¢ime Rx =y obdrzime dvé rovnice R'y =b a Rx =y, z kterych je mozno operaci je shruba
stejny jako pro Gaussovu eliminace.

IV.9.5 ReSeni soustavy algebraickych rovnic pomoci inverze matice soustavy

Existuje mnoho metod, které vedou k vypoctu inverze matice. Obvykle se vychazi
z nékterého typu eliminace.

IV.9.6 Interacni metody FeSeni algebraickych rovnic — stacionarni metody.



Tato metoda feSeni Ax = b jsou zaloZeny na myslence feSeni ekvivalentniho systému rovnic
Mx = (M - A)x + b. Ekvivalentni systém je feSen iteracn¢ postupnymi substitucemi vyuzitim
nasledujiciho schématu M*x = (M - A) ®x + b. Existuje mnoho zpusobii volit matici M.
Volba M = A ihned konverguje a vede na pfimé metody. Jind jednoducha volba M = I vede na
metodou nékdy zvanou metoda postupnych substituci nebo metoda jednoduché iterace.
Podrobnéji zde budou popsany tfi volby Casto uzivané pfii iteracnich vypoctech. Vytvotime-li M
jako diaginalni ¢ast A, potom méame tzv. Jakobiho metodou. Volba M jako trojuhelnikové ¢asti
A davé tzv. Gaussovu-Seidelovu metodu a volba M jako kombinace dvou ptedchozich voleb
vede na metodou postupné relaxace.

Jicobiho metoda

Metoda je zaloZena na vySetieni kazdé z n rovnic, za pfedpokladu, Ze ostatni prvky matice
soustavy jsou neménné, tj.x, = [b,. —Za,.jx jj/ a; . Je znamo, Ze regularni matici je mozné vzdy

J#i

preskupit tak, ze neméd Zadné nulové diagondlni prvky. Intera¢ni schéma je dano vztahem
O =|p — (k=1)

x; = b =20, "x; |/ a,.

J#i

Gaussova-Seidelova metoda

Gaussova-Seidelova metoda je podrobna Jacobiho metod€, nicméné pouzivéa aktualizované
hodnoty nezndmych, jakmile jsou k dispozici.
IV.9.7 Intera¢ni metody FeSeni algebraickych rovnic — nestacionarni metody.

Tyto metody jsou charakterizovany skutecnosti, Ze vypocCty jsou znacn€ ovlivnény informaci
zavisejici na hodnotach v aktudlnim itera¢nim kroku.

Metoda konjugovanych gradientii

Metoda konjugovanych gradientii generuje posloupnost konjugovanych vektord, které jsou
rezidui iteraci. Jsou konstruovany tak, Ze minimalizuji kvadraticky potencial, coz je ekvivalentni
feSeni systému algebraickych rovnic.

. . .1
Kvadraticky potencial energie 5 X' Ax-x'b

IV.10 Velké soustavy nelinearnich algebraickych rovnic

Zékladnim algoritmem feSeni velkych soustav algebraickych rovnic
gw)=0 (4.48)

je Newtonova-Raphsonova metoda. Tato metoda je v klasickém provedeni dosti nespolehliva a
navic je jen malo efektivni, protoze je tieba opakované faktorizovat tangencialnim matici K.

IV.10.1 Modifikovana Newtonova-Raphsonova metoda (MNR)

Jednoduchou moznosti je ndhrada matice K, matici Ky, kde Ky je tangencialni matice
vypoctend v bodé¢ up = 0. Rekurence algoritmu, nazyvaného téZ metodou pocatecni tuhosti
(initial stiffness) nebo metodou pocatecni napéti (initial stress)

K()(lln+1 — lln) = -Zn (449)

A matice K se faktorizuje jen jednou, pfed zahajenim vypoctu.



IV.10.2 Linearni akcelerace (line search)

Ptedtim nez pricteme piirastek feseni u,+; = u, + Au,, mizeme se pokusit tento prirastekl
vylepsit (prodlouzit nebo zkratit) vynasobenim vhodnym cCislem [3. PfepiSeme rekurenci NR
metody z odstavce 3 jako

Kudni1 = -gn, (4.50)
Nebo pro MNR metodou

Kodn+1 = -gn, (4.50)
Kde d,+1 je smér, ve kterém budeme hledat opravu feSeni

Upi = Uy + By, (4.51)

Nelze ocekavat, Zze najdeme B takové, Zze g(uy+) = 0, mizeme se vSak pokusit parametr 3
n¢jakym zpusobem optimalizovat. NejCastéji se anuluje prumét rezidualu g,;; do sméru d,j,
tedy

G(B) = d,., g(us + Bdy:1) = 0 (4.52)

V podstaté jde o Galerkinovu metodu s jedinym bazovym vektorem d,:;. Vyraz (4.52)
pfedstavuje nelinearni algebraickou rovnici o

. 7 7 r A
jedné neznamé 3.

up

IV.10.3 Metoda konstantni délky oblouku Uney

V pribéhu iteraci je n€kdy vyhodné zménit
okamzitou velikost pravé strany. Tyka se to
napf. Reseni stabilitnich problémil typu ,,snap- Uy
though®“. K tomuto Uucelu slouzi metoda
konstantni délky oblouku, v niZ se prava strana
R pribézné nasobi multiplikatorem A tak, aby
norma aproximace feSeni ||un|| zlstavala

\J

konstantni. Principem algoritmu je nalezeni
spravného smsru u, ve kterém bude splnéna w
rovnost g(u) = 0 a velikost pravé strany R

bude odpovidat predepsané délce vektoru ||u|| Obr.
Rozpi$me nejdiive rezidual g, jako
g.= ¥ —Ro, (4.53)

kde Ry je ptedepsany konstantni vektor a W, = W(u,). V mechanice poddajnych téles predstavuje
Ry silové zatizeni a W je vektor ekvivalentnich vnitinich sil

W, = [B'c,dQ, (4.54)
Q
Rekurence modifikované Newtonovy-Raphsonovy metody zni
Ko Aup =Rp - Wy, (4.55)

S aktualizaci wpy; = w, + Au,. Dale postupujeme tak, Ze ve shod€ sobr. Uvalime
algebraickou podminku vazby na délku vektoru u,;.



u,l =1 (4.56)

n+l
a modifikujme pravou stranu (4.55)
Ko Aupi = AgiiRo - Wy, (4.57)

Parametr A4+ je nutno stanovit tak, aby platilo (4.56). Je vyhodné rozlozit A,+; na hodnotu A,
znamou z posledni iterace a jeji prirustek 3, neboli

Rui1 = An+1Ro = (An + B)Ro = R, + BRy . (4.58)
Dosazenim (4.58) do (4.57) dostaneme

Ko Aupy =R, - W, + BRy . (4.59)
Tato rovnice je linearni s konstantnimatici Ky. Ozna¢me

Koup =Ry, Kodni1=R,-W,, (4.60)

Vektor uy je nutné urcit jen jednou, pied zahdjenim vlastniho vypoctu. Doatavame tak
standardni rekurenci MNR metody s korekci Bug

Up+t = Uy + dpeg + Bug . (4.61)

Parametr 3 uréime z podminky (4.56). Dosazenim na wu,s; z (4.61) obdrzime kvadratickou
rovnici

AR’ +BB+C=0 (4.62)
s koeficienty

A= g

B=2(u, +d,,) u, (4.63)

C=|u, +d,, [ -1

Ressnim (4.62) ziskame kofeny Bi, B, a dile mizeme vypoditat hodnotu B3 = -C/B. Jak
parametr [3 vezmeme ten z kofent [3;, 3, pro ktery bude platit

u,u, >0. (4.64)

n+l

Pokud ob¢ feseni [3;, B> vyhovuji (4.64), zvolime kofen, jehoz vzdalenost od Cisla (35 je
minimalni. V pfipadé, Ze (4.62) dava feSeni simaginarni slozkou, nezbyva nic jiného nez
zmensit velikost zatizeni Ry.

IV.11 Integrace elasticko-plastickych konstitutivnich vztahi

Problematika integrace algebro-diferencialnich rovnic je dosti komlikovand, a proto diive nez
pristoupime k obecné formulaci, vysvétlime principy néjznaméeSich metod na ptipadé J,-teorie.



IV.11.1 Maticovy zapis J2-teorie
Konstitutivni rovnice pro izotropni, elasticky material vyjadiime jako
o=De¢, (4.65)

kde D je matice elastickych konstant

I-v v 0 0 0 |
1-v \Y; 0 0 0
\Y; 1-v 0 0 0
1
D= E 0 0 0 —(-2v) 0 0 (4.66)
(1+v)(1-2v) 1
0 0 0 0 E(1—2\;) 0
0 0 0 0 0 %(1—2\;)

0 je sloupcovy vektor napéti

O = [Oxx, Oyy, Oz, Oxys Oyz, O] (4.67)
€ je sloupcovy vektor deformace

€= [Exx, Eyys €225 Yays Vs Vo] | (4.68)

pfi¢emz veliCiny Y; predstavuji zkosy, tj. dvojnasobky pomérnych deformaci. Pro dalsi ucely
definujeme stfedni napéti

Om = (Oxx + Oyy + 0,,)/3 (4.69)
a deviator napéti

Sxx = Oxx = Om,  Sxy = Oxy,

Syy = Oyy - Om,  Sy;= Oy, (4.70)

822 = 0z2- Om, Sz = 0.

Uvazujme druhy invariant deviatoru

1
J= E(sﬂ 52, +s2, +25], +2s, 4257 ) (4.71)

nebo v maticovém tvaru
JZZ%STMS, M =diag[1, 1, 1, 2, 2, 2] 4.72)

Podle (4.70) je stopa deviatoru nulova, Tr(s) = sxx + syy + 5., = 0, takZe plati

ss Mo=s"Ms (4.73)



a také DMs = 2Gs , (4.74)
kde 2G = E/(1+V) je dvojnasobek modulu pruznosti ve smyku.

Jako modelovy ptiklad budeme uvazovat J,-teorii idedln¢ plastického materialu, ve kterém
definujeme von Missovo efektivni napéti

Oci(s) = /3J, . (4.75)
Efektivni napéti je pro idedlné plasticky mateidl vdzano jednostrannou podminkou
Ocf < Oy, (4.76)

ve kterém konstanta Oy ptedstavuje mez kluzu. Aby bylo mozno zajistit platnost (4.76) pro
libovolnou ptedepsanou deformaci €, piedpokladame, Ze celkova deformace € obsahuje
plastickou slozku €, kterd nevstupuje do vypoctu napéti

o=D(e-¢"). 4.(77)
Podle hypetézy Prandtla a Reusse je ¢asova zména plastické deformace

€ =AMs, A=0. (4.78)
Derivovanim (4.77) a dosazenim z (4.78), (4.74) dostaneme

6=De-2GAs , A20. (4.79)
Nakonec obdrzime alternativni popis problému

6=D,¢t, (4.80)

kde D¢, je elasticko-plasticka tangencialni matice

D, =D - ﬁssﬁ (4.81)
o

Y

Protoze D¢, je nelinearni funkci sloZzek napéti, je (4.80) soustava Sesti nelinedrnich
diferencialnich rovnic.

Pro integraci konstitutivnich rovnic pouzivame nékteré metody
- Metoda prediktor-korektor
- Sefna metoda

- Metoda radial return
IV.11.2 Zobecnéné metody

Konstitutivni modely zalozené na ptedpokladu existence plochy plasticity mohou byt podle
(Ortiz, 1985) [2] zapsany jako

e=¢+¢, (4.82)



o=D¢", (4.83)
" =Ap(o,h), (4.84)
h =Aq(0,h), (4.86)

kde h je vektor vnitinich stavovych veliin, a dale uvazujeme podminkou vazby v kuhnoveé-
Tuckerové tvaru

F(o,h) <0, (4.87)
A=0, (4.88)
FA =0. (39)

Jr-teorie elastického-idedlné plastického materdlu je obsaZzena jako specialni ptipad, kdy
F=0.- 0y, h= {0}, p= Ms.
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