Mechanika kontinua poddajnych téles

1. UVOD

Mechanika kontinua je zalozena na objevnych pracich Newtona, Eulera, Lagrangea a
piedevsim Cauchyho. Aplikace pocitacii umoznila feSit slozité nelinearni ulohy mechaniky,
které zace zpétné vyzadovaly hlubsi teoretické zdklady. Proto se v soucasné dobé pokracuje
v intenzivnim badani — hledaji se vztahy a zavislosti pouzitelné pii formulaci tloh s vysokymi
rychlostmi zatézovani, vazby mezi riznymi typy deformaci a odpovidajcim rizné
definovanymi napétimi a pod.

Mechanika kontinua je ¢ast mechaniky, kterd se zabyva pohybem, deformaci a napéti
v téles a tekutinach. Pojem ,,.kontinuum® je tteba chapat jako jeden z moznych modelii hmoty
a uvédomovat si pfitom, ze ,.kontinuita® spojitost prostiedi je vlastné iluze, ktera je v rozporu
se skute¢nou korpuskularni strukturou okolniho svéta. Predpoklada, ze sledovani prostiedi je
spojité. Ma se zato, Ze vSechny sledovani vlastnosti materidlii obsazeného uvnitt vytéeného
infinitesimalniho elementu jsou popsany spojitymi funkcemi prostorovych soutfadnic a navic
jsou stejné jako ty, které se daji experimentalni zijstit u vzorka koneénych velikosi.

Mee

Model kontinua, pfijaty pro feSeni urcité ttidy tloh, bude davat ,,spravné* vysledky pouze
tehdy. Bude-li pouzit vrdmci oboru své platnosti. To vSak nelze matematicky dokézat.
Jedinym kriteriem je experiment. Pokud vysledky experimentu nejsou v rozporu s tim, co
model predpovidé, povazuje se model za dobry.

Matematicky popis nelinearnich déja je slozity a pro Gsporny a efektivni zapis vyzaduje
pouziti tenzorového vyjadieni vztahd. Proto jsou déle uvedeny stru¢né zéklady tenzorového a
maticoveého poctu.

II. NELINEARNI MECHANIKY KONTINUA

2.1 Skalar, vektor a tenzor [1, 3]

Skalary (tenzor nulté¢ho fadu) jsou jednoznacné ureny svymi hodnotami a nezaviseji na
soufadném systému. Ptikladem sklaru je teplota, hmotnost, hustota, apod.

Vektory (tenzor prvniho fadu) jsou urceny velikosti a smérem. Oznacuji se polotu¢nymi
stojatymi pismeny, nebo kuzinou ve slozenych zavorkach (V, v, Vi,{V}) . Symbolem {v}
oznacujeme sloupcovy vektor.

Operace s vektory

Skalarni soucin je definovan vztahem

s=ab = Sab ={dTh £} )0 (36T 4)Ep o @
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Vektorovy soucin je definovan vztahem
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Tenzory jsou veli¢iny definované transforma¢nimi vlastnostmi.

Kartézsky tenzor 1.fadu je vektor se slozkami

a;=aa; ; a,=0;a (2.3)

= ' o . . . Lo . .
kde O(ij—ei.ej—cos(xi,xj), 1,j=1,2,3 jsou smérové kosiny. € ,€,,€,jsou jednotkové

vektory soufadného systému x;, X, X3 (obr.1).
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Kartézsky tenzor 2.fadu je urcen se slozkami
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Symetricky a antisymetricky tenzor .
2] ={ay]
Operace s tenzory
Nésobeni tenzori
c;=a,b;, C=AB  [C]FA]H (2.5)

Skalarni soudin tenzoru

s=A:B :tr(ATB), kde operator tr znaci stopu. Tato operace je definovdna

vztahem

s=agb, =) > ab, (2.6)

i=1 j=1



Invarianty tenzori

V mechanice se pfi transformaci soufadnic a urCovani hlavnich hodnot tenzort (jen
diagonalni prvky) setkdvame s koeficienty kubické rovnice pro hlavni hodnoty tenzoru, které
jsou invariantami. Jsou tii

Il = ay,
_1

Iz - E[aiiakk —aikakj], (27)
_1

I _g[aiiakkaﬁ +2a,a, a —3aikakiajj},

Invariant I3 1ze vyjadrit jako determinant tenzoru [aij], I, = det[ad

Derivator tenzoru je definovan

d 1

a; =ay ~3 % o} (2.8)
Druhy ¢len pravé strany piedstavuje prvky tzv. , kulového* tenzoru.
Hlavni hodnoty tenzora
Rovnice

N-IAN+ILA-1,=0 (2.9)

urcuje hlavni hodnoty tenzoru [aij] .

Je-li [aij] symetricky tenzor, jsou vSechny tfi invarianty a hlavni hodnoty tenzoru realna

Cisla. Prostfednictvim hlavnich hodnot A, A;, A3 se invarianty vyjadiuji zavislostmi:

L =A+A,+A,,
L=AM+AA A, (2.10)
13 = )\1)\2)\3’

2.2 Kinematika pretvoreni
Kinamatika studuje pohyb téles, aniz se zabyva silami, které tento pohyb zpisobuji.
Nejcastéji se pouziva Lagrangelv popis pohybu [9]. To znamena zavislost
x =X(X, t) (2.11)

Na process deformace télesa, popsany funkci (2.11), se mizeme téz divat jako na
transformacni pfedpis pro X — x (Obr. 2).

Na obrazku je znazornén pohyb télesa z pocatecni (referencni) konfigurace Q v ase t =0
do okamzité konfigurace Q v ¢ase t. Tento pohyb bere v vahu velka posunuti a velka
pretvofeni deformovaného télesa. Vyznam jednotlivych veli¢in, kterymi popisujeme
deformaci, je dobte patrny z obr. 2 a z nasledujiciho textu. Nejcastéji budeme oznacovat

Xi — materialové ¢i lagrangeovské soufadnice.

Xj — prostorové ¢i eulerovské soufadnice.



U, u —posuvy

t — cas.
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Obr. 2
Posuvy, deformacni gradient

Rozdil mezi prostorovymi a materidlovymi soufadnicemi definuje posuv castice a nazyva
se eulerovské formulace

u(x, t) = x-X(x, t) (2.12)
Lagrangeovska formulace je bézné&jsi pii popisu deformace poddajnych téles
UX, )= x(X,t)-X (2.13)

Ob¢ formulace pii popisu jednoho a téhoz deformac¢niho procesu museji dat stejné Ciselné
vysledky, museji tedy byt vzdjemné jednoznacné invertovatelné. Podminkou invertovatelnosti
je nenulovost jacobianu transformace

J=det F(X, t) (2.14)
kde
X X '

Skalarni veli¢ina J definovana vztahem (2.14) se nazyva jacobian transformace. Tenzorova
veli¢ina, definovana vztahem (2.15) je deformacni gradient. Je definovana v konfiguraci Q,
ale vztahuje se ke konfiguraci Q,.

Polarni dekompozice (rozklad)



V kazdém bodu X [@ ( a v cCase t budeme mit nasledujici polarni dekompozice
deformacniho gradientu

F=RU=VR, R'R=1, U=U" ,v=V' (2.16)
kde R je ortogonalni tenzor a U a V jsou pozitivné definitni symetrické tenzory dané vztahy
U’=F'F and V’=FF'

2.3 Tenzor deformace

Deformace télesa, tj. zména jeho velikosti a tvaru, se obvykle urCuje stanovenim posuvl
jednotlivych ¢astic a stanovenim pretvorfeni v bezprostiednim okoli ¢astic. Mira deformace se
nejlépe urcuje posuvy vztazenymi k celkovym rozmérim télesa. Tyto miry jsou bez rozmérné
a oznacuji se ,,pretvoreni (strain), ,,deformace‘ nebo ,,pomérné deformace*. Miry ptetvoreni
by nem¢ly zaviset na zvolené soustaveé soufadnic a na pohybu télesa jako tuhého celku.

Pfipomenme, Zze infinitesimalni pfetvofeni, definované vztahem (Cauchylv tenzor
deformace)

_1{du, Ou; ) _1
g, _E(a_xj +0XJJ _E(uij +u,) (2.16)

Tenzory deformace

Tenzor deformace je vzdy tfiosy. Mlze vSak v nékterych ptipadech, kdy dochazi k velkym
deformacim (posuviim) v jedné roviné nebo ploSe, byt piicna zména rozmérti kontinua
zanedbatelna.

Greenova-Lagrangeova tenzoru deformace vyjadien¢ho v materidlovych soutadnicich:

€S

1
i _E(Hij +uy +ukiukj) (2.17)

Tenzor deformacni gradient F zobrazuje vektor A v pocatecni konfiguraci na odpovidajici
vektor a v deformované konfiguraci
FA=a
Deformaci, ktera je vysledkem kone¢ného pohybu, ziskdme ze zmény délky tohoto vektoru
ald — A[A = (FA)[(FA) - A[A
= AF' F) A - ADA
=AlC-DH A
=2 AlE A

Z tohoto odvozeni vyplyvaji definice pravého Cauchy-Greenova tenzoru deformace C a
Green-Lagrangeova tenzoru deformace E.

Uvadi se formdaln¢ jednodu$si zéapis Greenova tenzoru deformace prostfednictvim
materidlového deformac¢niho gradientii F ve tvaru

E=%(FTF-I) (2.18)

Formaln¢ jednodussi zapis Almansiova tenzoru deformace prostfednictvim materidlového
deformacniho gradientt F ve tvaru



- JA-F'F) (2.19)

Pravy Cauchyho-Greenyho deformacni tenzor C

C=F'F (2.20)
Levy Cauchyho-Greenyho deformacni tenzor B
B=F'F (2.21)

Logaritmicky tenzor pfetvoreni vztaZzeny k materidlnim soufadnicim je dan vztahem
oL _ _ 1
€ =InU= 5 InC (2.22)
Logaritmicky tenzor ptetvoifeni vztazeny k prostorovym soufadnicim je dan vztahem
L 1
€ =InV= 5 InB (2.23)

Deformacni gradient a tenzory deformace mohou byt rozloZeny v soucin sfériské
(dilatacni) a izochorické (distorsni) ¢asti

1 —
F= (JA I)F (2.24)
2/ — e —
C=FF=1" C, C=F'F (2.25)
2/ — — —
b=FFT=JAb, b=FF"' (2.26)

E=%(C-I)=J%E+%(J%-1)I, E=—(C-] (2.27)

kde veli¢iny s pruhem znaci distorsni ¢ast.
2.4 Tenzory napéti

Napéti je definovano pomoci sil plsobicich na elementarni plosky. Sily rozdélujeme na
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mohou byt objemové a povrchové.

- Objemov¢ sily piisobi jakoby na dalku na téleso nebo element. Jsou to sily gravitacni,
setrvacné, magnetické a pod. Zpravidla se vztahuji na jednotku objemu nebo hustoty
(Nm™, Nkg"). Ekvivalentni anglicky termin body forces.

- Povrchové sily plisobi na krajovou cast télesa nebo elementu. Jsou to vlastné
kontaktni sily. Tyto sily maji rozmér [N/m”]. Jejich anglicky nazev je surface forces
nebo traction forces.

Povrchove sily jsou vlastné 1 ty, které plisobi na vnitini povrch télesa, obnazeny v disledku
procesu uvoliiovani. Témto silam se také fika vektory napéti — jsou vztaZeny na jednotku

. . AF .
plochy. Vektor napéti je obdobné jako vySe definovan vztahem t = Além0 S’ kde AF je

vyslednice sil ptisobicich na plosku AS.
Vztah mezi vektorem napéti a slozkami tenzoru napéti je vyjadien Cauchyho vztahem

t;=0; n; nebo t= o' n (2.28)



Pro rovinnou napjatost mizeme Cauchyho vztah zobrazit. Po rozepsani dostaneme
t1 = Gllnl + O-211’12
t, =0,n, +0,n, (2.29)
V maticovém tvaru je vztah (2.28) vyjadien
tl 011 0—12 O-13 nl
t, [=| 0, O, O, |[|Nn, (2.30)
t3 0; Oy Oy )\

Tenzor napéti 0j;, tak jak zde bylo ukazano, vyjadiuje okamzité sily vztazené ke geometrii
okamzité konfigurace. Oznacuje se Cauchyho ,,skutecné* napéti. V linedrni mechanice jsou
deformace télesa malé, a proto piisobici sily vztahuji ke geometrii pocatecni konfigurace. To
pak vede k pojmu inZenyrského napéti. Pouzijeme-li hornich levych indext pro rozliSeni

konfigura¢nich vztahii, mtzeme skutecny (Cauchyho) a inzenyrsky vektor napéti vyjadiit
vztahy

. A'F . _A'F
tCauchy: it = Al‘lsl'?o A'S teng: (;t = AIOISHEOAOS (231)
Témto vektorim pak odpovidaji tenzory skutecného a inZzenyrského napéti vztahy
ot = :o-jitnj oti = (;Gji Onj (2.32)

vvvvvv

vychazi z geometrie nezdeformované konfigurace a chyby tim vznikajici jsou dusledku
malych deformaci zanedbatelné. Pti feSeni nelinedrnich tloh s velkym posuvy a s velkymi
deformacemi nas vSak inZenyrské napéti nechd na holickach. Nebere v uvahu zménu
geometrie télesa pii jeho deformaci.

- Prvni Pioltiv-Kirchhoffiiv tenzor napéti

0
gp:—ggF*;o (P=JF'c = o=J"PF") (2.33)

t
- Druhy Pioltiv-Kirchhoffiiv tenzor napéti (symetricky)
0
'S = t—g 'FGIF (S=JF'6F " « 0=J"FSF") (2.34)

Odvozeni obou zminénych tenzori je zalozeno na zédkonu o zachovani hmotnosti a na
matematicky konzistentnich uvahach o pfepoctu sily zjedné konfigurace do druhé (Fung
1965, Okrouhlik 1995, ...). Tenzory jsou nezavislé na volbé soufadnicového systému a
necitlivé vic¢i pohybu télesa jako tuhého celku. Nemaji sice pfimého fyzikalniho vyznamu,
jsou vSak uziteCnym néstrojem pii formulaci pfirGstkovych metod vhodnych pro feSeni
nelinearnich tloh mechaniky kontinua.

Konjugované dvojice

Miry deformace a miry napéti, jak je zfejmé z vySe uvedeného, jsou rozdilné a proto je
nutno zvolit vhodnou kombinaci para tenzoru deformace a tenzoru napéti. Je znamo [1], ze
par : druhy Piola-Kirchhoffa tenzor napéti a Greenlv tenzor pietvoreni jsou tzv. Energeticky
konjugované. Energeticky konjugované par je také Cauchyho tenzor napéti a infinitesimalni



(inZzenyrsky) tenzor pietvofeni. O napéti a pretvofeni fikdme, Ze jsou energeticky
konjugované, jestlize jejich skalarni souc¢in dava mechanikou préci.

Mechanika prace povrchovych a objemovych sil v okamzité konfiguraci je rovna

= [o;nudS+[fudv (2.35)
S \%

Pouzitim Gaussovy véty dostaneme

I{ ( Oji 1)+fu }dV Il: : . +{%+fl}ui}dV (2.36)

]

Druhé ¢ast rovnice (2.36) je leva ¢ast rovnice rovnovahy, a je tedy rovna nule. Vyuzitim
symetrie tenzoru napéti mize byt mechanické prace vypoctena jako skalarni sou¢in Cauchyho
tenzoru napéti a infinitesimalniho pietvofeni v okamzité konfiguraci

jop u,dV = j UdV:i[o]:[f]dV (2.37)

V referen¢ni konfiguraci se d4 mechanické prace vyjadrit jako
j 0,€,dV = j S,E,d’V (2.38)

L]

Z hlediska vykonové konjugovanosti je znamo [1] pét dvojic. Uvedeme je v maticovém
zapis prostiednictvim Cauchyho tenzoru o

1. Prvni dvojici tvoti symetricky druhy Piola-Kirchhoffa tenzor napéti a Greenlv tenzor
pietvoreni

S=JF'oF" « E= %(FTF-I)
2. Druhy dvojici tvoii Hilliv symetricky tenzor napéti a Almansidv tenzor pretvoreni
F'JoF - A= %(I -F'F)

3. Tteti dvojici tvofi sdruZzeny symetricky tenzor napéti a Logaritmicky tenzor pfetvoreni
R'JOR < InA (A=(F'F)"?

4. Ctvrtou dvojci tvoii Biotiv symetricky tenzor napéti a tenzor protaZeni
% (F'JoR+R'JoF") =« (A-1)

5. Patou a posledni zndmou dvojci tvoii Cernychliv symetricky tenzor napéti a inversni
tenzor protazeni

%( F'JoR+R'"JOoF) = (I-A")

2.5 Vztahy mezi napéti a deformaci

Zobecnény Hookelv zakon mizeme vyjadiit v tenzorovém zapisu



0, =Cj& (.J,k 1=1,2,3) (2.39)

kde 0; a g; jsou tenzory nap€ti a deformaci druh¢ho fadu a Cy, je tenzor Ctvrté¢ho fadu,

jehoz slozky jsou konstanty tuhosti materialu, 1, 2 a 3 jsou sméry os souradné¢ho systému.
VSechny tyto tenzor jsou symetrické, Cy,, ma 21 nezavislych slozek. UZijeme-li zkraceného

zapisu, mizeme vztah mezi napétimi a deformacemi zapsat v maticovému tvaru

{a} =[C]{¢} (2.40)
kde matice [C] je symetricka matice 9x9. Mlzeme nyni definovat matici poddajnosti

[s] =[c]” (2.50)
a odpovidajici vztah

{e} =[s){d} (2.51)

Veliciny Cy,, jsou obecné funkcemi mista (soufadnic). Jsou-li elastické vlastnosti t€lesa ve

vSech jeho bodech shodné, budou hodnoty C;, spole¢né vSem bodim télesa, budou tedy

konstantni. Takové téleso nazyvame homogennim.

Jsou-li vlastnosti prostedi v urcitém bod¢ ve vSech smérech stejné, fikdme o nich, ze jsou
v uvazovaném bod¢ izotropni. Je-li prostiedi izotropni v kazdém bod¢, mluvime o izotropni
prostiedi. Jsou-li uvazované vlastnosti v daném bod¢ prostiedi v rliznych smérech razné, je
prostiedi v tomto bod¢ anizotropni a vztahuje-li se toto na celé prostiedi, fikdme, Ze je celé
prostiedi anizotropni.

2.6 Konstitutivni vztahy
2.6.1 Hyperelasticky material

Konstitutivni rovnice pro hyperelastick¢é materidly vychdzeji z postulatu existence
Helmbholtzovy funkce volné energie W, kterd je funkci deformaéniho gradientu F. Napétova
odezva hyperelastického materidlu na deformaci je odvozena ztéto skalarni funkce
deformacni energie [9,12]

p- ¥E) (2.52)
OF
g:J‘lmFT :J‘lF(mj , (2.53)
OF OF

kde P je (nesymetricky) prvni Piola-Kirchhoffiiv tenzor napéti, ¢ je Cauchyho tenzor
skutecnych napéti a J je Jakobian deformacéniho gradientu. Alternativni vztahy muizeme
obdrzet pro pravy Cauchy-Greenilv tenzor deformace C, pro druhy (symetricky) Piola-
Kirchhoffliv tenzor napéti S a pro Green-Lagrangetiv tenzor deformace E.

o=27FO pr. (2.54)
oC
Ry adO) (2.55)
oC



_y 0W(C) _ d¥(E)
oC OE
Funkce deformacni energie musi byt invariantni pii rotaci télesa jako tuhého celku. Pro
izotropni hyperelasticky material, jakym je kupf, pryz plnénd sazemi, lze vyjadfit
Helmholtzlv potencial v zavislosti na hlavnich invariantech jeho argument — kupft. pravého
Cauchy-Greenova tenzoru deformace C

Y = Y(1,(C),L,(C),1,(C)), (2.57)

S

: (2.56)

nebo jako funkci prodlouzeni

W=W(A AN, (2.58)

2.6.2 Nestlacitelny hyperelasticky material

Celda tfada polymertt pii koneénych deformacich témér neméni sviij objem. Takoveé
materidly jsou povazovany za nestlaCitelné tj. deformace je izochoricka. Je to idealizace, ktera
se v mechanice kontinua ¢asto pouzivad. Deformace je tedy stisnéna a deformacni podminku
lze vyjadiit jako J = 1.

Obecnou konstitutivni rovnici pro nestlacitelny material odvodime z funkce deformacni
energie ve tvaru

Y =Y(F)-p(J -1) (2.59)
kde p je neurcity Lagrangetv nésobitel, ktery lze povazovat za hydrostaticky tlak. Jeho
hodnotu Ize urcit z podminek rovnovéhy a z okrajovych podminek.

Konstitutivni rovnice pak budou v obecném tvaru

L QW(F)

P=—pF ' 3 (2.60)

S =—pC™ +2%, (2.61)
T

o=-pl +F(%) (2.62)

2.6.3 Stlacitelny hyperelasticky material

Pénové elastomerské materidly vykazuji objemovou zménu pii kone¢nych deformaci.
Jedinou podminkou pro tyto materialy je kladnd hodnota objemové zmény J. ProtoZe se tyto
materidly chovaji odliSné pfi objemové a smykové deformaci, je tfeba jejich deformaci
rozdé€lit na tzv. objemovou a izochorickou ¢ast. Deformacni gradient F a pravy Cauchy-
Greeniiv deformacni tenzor C jsou podrobné jako v elastoplasticité rozloZeny v soucin slozky
odpovidaji zméné objemu (dilatacni cast) a slozky zachovavajici objem (distorsni ¢ast)

F= (J% I) F (2.63)

2 — — e —
C=FTF=(JAI)C, C=F'F (2.64)

10
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Cleny J % Ia({ % I) jsou spojeny s deformaci odpovidajici zméné objemu, zatimco ¢leny
F a C jsou modifikovany deformaéni gradient a modifikovany pravy Cauchy-Greeniv
tenzor deformace odpovidajici distorsi tvaru.

Obdobné¢ je rozlozena funkce deformacni energie

w(c)=w,, (1) +¥,(C) (2.65)

180

kde W, (J ) aW, (E) jsou funkei skalarni hodnoty J a tenzory C , které popisuji objemovou

(dilatacni) elastickou odezvu a izochorickou (distorsni) elastickou odezvu materidlu.
2.6.4 Pri¢né izotropni materialy

Rada kompozitnich materiald je slozena z matice a vlaknenné vyztuze. Takovy material je
anizotropni. Material s vyztuzi pouze v jednom sméru lze povazovat za pfi¢né€ izotropni
s rovinou izotropie kolmou na smér vlédken. Je-li tento materidl schopen snéaset konecné
deformace, pak bude Helmholtzova volna energie funkci dvou proménych — pravého Cauchy-
Greenova tenzoru deformace C a smérového vektoru vldken v nedeformované konfiguraci ay.
Zavedeme-li tenzorovy soucin smeérovych vektori A = aglla,, pak deformacni energii
muzeme vyjadrit

Y =y(C,A) (2.66)

[zotropni hyperelasticky material miZe byt reprezentovan prvnimi ttemi invarianty I;, I a
I5 pravého C ¢i levého B Cauchy-Greenova tenzoru deformace, pro pfi¢né izotropni materiél
je tteba ptidat dal$i dva invarianty

I,(C,a,))=a,.Ca, =\, (2.67)
I,(C,a,)=2,.C’a,, (2.68)

na kterych bude zaviset funkce deformacni energie. Invariant I4 je roven kvadratu prodlouZeni
ve sméru vldken. Volna energie pro pfi¢né izotropni material, které je zakladem pro odvozeni
konstitutivnich rovnic, bude funkci téchto péti invarianti

W = W(I,(C),L(C),L,(C), L, (C.a,).1,(C.a,)) (2.69)

Konstitutivni rovnice ve tvaru invarianti

5
G‘P(C A) _ Z“OLIJ(C ,A) 01, ’ (2.70)
= oI, oC
kde
a—I—I ai_n C, %zgcl, (2.71)
oC oC oC
%:ao Ua,, g%:ao UCa,+a ] a,,
Dosazenim (2.71) do (2.70) dostaneme
S=2 Uas Ia—qJ I—a—wC IEC +6‘+‘a0 agt ﬂJaoD Ca,+a0 a,|, (2.72)
611 ol, ol, ol, ol, ol,
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2.6.5 Nestlacitelny pri¢né izotropni material

1) Predpokladejme, Ze matice pticné izotropniho kompozitu je izotropni a nestlacitelna a
ze vladkna vyztuze jsou schopna prodlouzeni. Z nestlacitelnosti matrice vyplyva Iz = 1 a ve
vztahu pro volnou energii je nutné pfidat ¢len s hydrostatickym tlakem

W = W(L,(C),L(C).L (C.a,).L(C.a,))- %p(g -1), (2.73)

2) V ptipad¢ izotropni a nestlacitelné matice a neprodluZitelnych vldken mame I =1 a
A:=1 (I4 = 1) a do vztahu pro volnou energii pfidime neurcity Lagrangetv nasobitel q

W = W(,(C),L(C),L;(C.a,))- %p(g -1)- %q(h -1), (2.74)

2.6.6 Kompozitni material se dvéma skupinami vyztuznych vlaken

Predpokladejme, Zze smérové vektory vlaken v nedeformované konfiguraci jsou ap a go.
Analogicky miizeme definovat dva tenzory

A= a()Dﬂ() , G= g()Dg() (275)
A zavést funkci volné energie
Y =Y(C,A,G) (2.76)

K péti invariantim v piipadu pfi¢né¢ izotropniho materidlu piidame dalsi tii
I,(C.g,) =g,-Cg, = \;,
L(Cg)=2,-Cg (2.77)

I (C’aoago) = (ao'go)aO'Cgo

Jsou-1i skupiny vldken navzdjem kolmé, mame ortotropni material. Za ptedpokladu, ze
matrice je izotropni a nestlaCitelnd a za pfedpokladu neprodluzitelnosti vldken, miZzeme
Helmholtzovu funkci volné energie zapsat ve tvaru

W =W(L,(C),L(C).L(C.a,).L,(C.g,))- %p(13 -1)- %q(h -1)- %r(lé -1),  (2.74)

Jsou-li obé€ skupiny vlaken mechanicky ekvivalentni pak, i kdyz nejsou nutné ortogonalni,
je material v referencni konfiguraci ortotropni.

2.7 Funkce deformacni energie

V literatufe lze najit celou fadu té€chto funkci pro stlacitelny i nestlacitelny material.
Neékteré z nejcastéji uzivanych (Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Ogden, Blatz-Ko, ap.) jsou
implementovany do konec¢nych prvki [9].
2.7.1 Funkce deformac¢ni energie pro izotropni materialy

a) Ogdentiv model pro nestlacitelny material (pryz, biomateril ap.). Pryz je povazovana za

nestlacitelnou (J = A;A,A; = 1). Ogden zavadi deformacéni energii jako funkci hlavnich
prodlouzeni ve tvaru

12



N
W=, Ay Ay) = zﬁ(/lfﬂ RV —3) (2.75)
p=l1 ap

kde N je pocet Clent (vétsinou N <=3). Parametry [, (smykové moduly) a bezrozmérné
parametry 0O, je nutné urcit experimentalné. Ogdenilv model, ktery se v posledni dobé¢ stal
porpularni, ma nekonstantni modul ve smyku a dava dobrou korelaci v tahovych zkouSkach
az do 700% deformace a je schopen zpevnéni ¢i zmeknuti pfi velkych deformacich.

b) Mooney-Rivlin, neo-Hookeovsky a Vargiiv model pro nestlacitelné materialy. Tyto
klasické modely pryZového materidlu lze ziskat jako zvlastni ptipad Ogdenova modelu.

Kupt. Mooney-Rivlinliv model dostaneme polozime-li N =2, a; = 1, 0, = -2
W=ci(A2+A] +A] -3) + o (A7 +A7 +A,7 -3)
=ci(I; = 3) + ca(I; - 3) (2.76)
kde ty konstanty ¢; = U;/2 a ¢, = /2 (L= W - o).

Tento model dobfe popisuje chovani izotropni pryze pii tahovém zatizeni az do 100%
deformace. Neni adekvatni pro tlakové zatiZzeni a neni schopen postihnout zpevnéni materialu
pii velkych deformacich.

Pro N = 1, a; = 2 dostavdme neo-Hookeovsky model, ktery dadva dobrou korelaci
s experimentalnimi daty do 40% deformace v tahu a do 90% deformace v €istém smyku
W=ci(A+A) +A] -3)=ci(I1 - 3) (2.77)

a Vargtiv model dostaneme pro N =1, a; =1
chl()\l +)\2+)\3—3) (278)
¢) Yeohtiv model

U elastomert vyztuZzenych €asticemi sazi nebo kfemiku se modul ve smyku vyrazn€ méni
s deformaci — nejprve se s rostouci deformaci sniZzuje a posléze opét stoupa pii velkych
deformacich.

. . W . . .
Experimenty ukazuji, Ze ZT je pro tyto materialy blizké 0. Materidlovy model Yeohiiv
2
pfedpokladd deformacni funkci, ve které chybi druhy invariant

W= ¢(I; - 3) + co(l; — 3)* + 3L, — 3)° (2.79)

Smykovy modul obsahuje prvni a druhou mocninu ¢lenu (I;-3) a aproximuje
experimentalni zavislost s dostatecnou piesnosti

2u=c; +2¢y(I; — 3) + 3es(I; — 3)*> 0
d) Blatz-Ko model pro pénové elastomery

Ve funkci deformacni energie se kombinuji teoretické proménné s experimentalnimi daty

1 I I
Wy, I, I) = f%[(ll _3)+B(I3B -1)} (1-1 %Hi—3)+g(1§ —1)} (2.80)
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kde B =

, V je Poissoniiv pomér, U je modul ve smyku a f [ [0,1] je interpolacni

parametr.
) Saint-Venant-Kirchhoffiiv model

Je to klasicky nelinedrni model pro stlacitelné hyperelastické materidly. Je charakterizovan
funkci deformacni energie

W(E) = %(trE)z + utrE> (2.81)

kde E je Green-Lagrangeiiv tenzor deformace, y > 0 a U > 0 jsou Lamého konstanty. Tento
model je vhodny pro velké posuvy, ale nedoporucuje se pro velka stlaceni.

2.7.1 Funkce deformac¢ni energie pro anizotropni materialy

Funkce deformacni energie (2.66) a (2.76) lze vyjadfit jako soucet izotropni a anizotropni
casti W= Wi, + Wanino

a) Pfi¢né izotropni material

Bonet [5] pouZziva pro izotropni ¢ast deformacni energie Saint-Venantiiv model (2.81) pro
malé deformace, pro nelinearni deformace ho nahrazuje neo-Hookeovskym modelem (2.77).
Anizotropni ¢ast deformacni energie je vyjadiena vztahem

W = 0+ BlI = 3) + y(ly— D] (= 1) - 2 alls 1) (2.82)

Je vSak nutné si uvédomit, ze 1 kdyz je dany material pficné izotropni v nedeformované
konfiguraci, nemusi to platit v deformované konfiguraci. Vztah (2.82) lze z tohoto diivodu
upravit tak, Ze ¢len (I; — 3), ktery je linedrni funkci C, nahradime ¢lenem InJ.

%m=W+BhU+Wh—DMh—U-%G&—1) (2.83)

b) Material vyztuzeny dvéma skupinami vlaken

Holzapfel a kol. [6-8] pouzivaji k modelovéani izotropni ¢ast deformacni energie neo-
Hookeovsky model (2.77), ktery vSak mize byt nahrazen Ogdenovym (2.75), nebo jinym
vhodnym modelem. K modelovani anizotropni ¢ast pouzivaji exponencidlni funkci

Wy = Z{exp[kz(li —1)2]—1} (2.84)
2k, i=4,6

k>0 a k>0 jsou parametry materialt.

I1I. VARIACNI METODY MECHANIKY KONTINUA

Slozité problemy v mechanice kontinua jsou tézké fesit presné analytickou metodou. Proto
se musime uchylit pfiblizné metody ¢i numerické metody. Existuji v technice mnoho aplikace
proménnych velicin hledat uZite¢ny extrém. To je podstata variacni metody.

V inZenyrskych problémech a v problémech matematické fyziky se velmi casto setkavame
s rovnicemi typu

Ax=b 3.1)
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kde b je prvek nékterého Hilbertova prostoru H a A je urcity operator, nejcastéjsi pozitivni
resp. pozitivne definitni (defini¢ni obor Dy) [10].

Resenim rovnice Ax = b pak rozumime takovy prvek xo O D, pro ktery plati
AX() =b (32)

Je-1i pozitivni operator A (pozitivné definitni) Gloha najit feSeni xo rovnice Ax = b
ekvivalentni tloze najit prvek x,, milimalizujici kvadraticky funkcional

Fx = (Ax, x) — 2(b, x) (3.3)

Pravé pro x = xo minimalni hodnoty na Dax.
Eulerova rovnice

Funkce y(x), x 0 (a, b). Resit rovnici y(x) = 0, to znamena, Ze hledat minimum
funkcionalu.

b
Funkciondl 1(y) = [F(x,y,y)dx

Eulerova rovnice : F, —F, =0, F :a—F, F,:a_F, [ :ia_F
y y y ay y ayl y dX ayv

3.1 Variacni principy

Tyto principy jsou vysvétleny ve vznikajici Washizuové monografii [11] spolu s celou
fadou ptikladi jejich uziti. Zde bude uveden jen jejich struény piehled.

Zakladem variacnich principt je princip virtudlnich praci, ktery 1ze formulovat nasledovné:

Necht’ mechanicky systém s danymi geometrickymi vazbami je v rovnovaze za pusobeni
soustavy sil. Pak soucet vSech virtualnich praci OW vsech vnejsich i vnitinich sil na

libovolnych nekonecneé malych virtualnich posuvech vyhovujicich danym geometrickym
vazbam je roven nule:

3W=0 (3.5)

v

Jestlize vSechny vnéjsi 1 vnitini sily jsou konzervativni, tj. maji potencial U, ktery je funkci
soufadnic, pak plati
3W=-8U (3.6)
a princip virtualnich praci vede k principu staciondrni hodnoty potencialni energie U :

Ze vSech pripustnych konfiguraci soustavy je rovnovazinych stav charakterizovan
staciondrni hodnotu potencidlni energie U:

3U = 0. (3.7)

Tato formulace miZe byt rozSifena i1 na dynamické problémy, kdy ptlsobi sily i1
geometrické vazby zavisi na Case, pouZijeme-li d"Alembertiv princip dynamické rovnovahy a
zahrneme-li 1 virtudlni praci setrvacnych sil:

JTTdHTd*Wdt =0 (3.8)

4 4
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kde T je kinetickd energie sytému, t; a t; je pocatecni a konecny Casovy okamzik, ve kterych
poloha systému odpovida poloze pii skutecném pohybu — virtudlni posuvy jsou v téchto

24

okamzicich rovny nule. Jestlize vSechny vnéj$i 1 uvitini sily maji potelcial U, pro ktery plati
(3.7), dostavame Hamiltoniiv princip, ktery tika :

Mezi vSemi moznych virtudlnimi trajektoriemi systému je skutecnd trajektorie
charakterizovana staciondrni hodnotou funkcionalu:

t

[(r-v)at

4
Zavedeme-li Lagrangelv kineticky potencial
L=T-U (3.9)

Pak Hamiltonlv princip lze zapsat

[ar=0 (3.10)

4

Varia¢ni metody maji Siroké pouZiti v pruznosti analyze za pfedpokladu malych deformaci.

Existuje-li funkce energie napjatosti a pii variaci posuvi zlstavaji vnéjsi sily nezménéné, pak
princip virtualni prace vede k principu minima deformacni energie. Tento variacni princip
spolu se zavedenim Lagrangeovych multiplikatori vede k celé tfad€ variacnich principd
vcetné principu Hu-Washizuova, Hellinger-Reissnerova, pricipu minima doplitkové energie a
dalsich.

Definujme funkci deformacni energie A( ) tak, Ze plati

04=0,0¢, kde 24=Cy &€, (3.11)

72 ijkl

Dosadime-li do (3.11) z Cauchyho vztahti pro deformace
1
£ = E(uﬂ +u, ) (3.12)

dostaneme funkci A(u;) a princip virtualni prace mizeme zapsat ve tvaru

JjA )d2- jX&mQ jpd,dr 0 (3.13)

p

kde Q je oblast, kterou zaujima téleso, p, je vektor zatiZeni na Casti povrchu I, a X; jsou
hmotové sily.

Definujme funkci dopliikové deformacni energie B( ) tak, Ze plati

OB = 550

lj’

kde 2B=S§,0,0, (3.14)
potom princip doplitkové virtualni prace bude ve tvaru

5[3( g,)d Q- judp,d/' 0 (3.15)

kde u, je vektor posuvu pfedepsany na Casti povrchul'ya p, =o,n,.
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Pfedpokladame-li, Ze hmotové sily X;, povrchova zatizeni p, a posuvy #, jsou piedpsany a
pfi variacich se neméni, pak lze vyjadfit celkovou potencidlni energie a celku doplitkovou
potencialni energii jako:

N={[4(u)-Xu]d2~[ pudr (3.16)
Q r,
a n.={B(o,)ae-[apdr (3.17)
Q r,

a princip minima celkové potencialni energie a celkové doplitkové energie vyjadiime vztahy
oMn=0 a of.=0 (3.18)

Plati-1i linearni vztah mezi napétim a deformaci, pak plati 4 = B, ve vSech pfipadech vSak
plati

A+B=o0.,. (3.19)

Hu-Washizlv varia¢ni funkcional miizeme vyjadfit ve tvaru

H= }[){A(gi)—)(iu, {eﬁ —%(37”; +%qu}dﬂ —rj pudl —rju (u, =) pdl” (3.20)

P

kde &;,u;,0, a p, jsou vzijemné nezavislé veli¢iny podrobené variacim, p, je vektor zatizeni
na ¢asti povrchu ', a i, je vektor posuvu pfedepsany na ¢asti povrchu Iy, 4 (Q/) je energie

napjatosti a X; jsou hmotové sily. Variaci (3.20) vzhledem k t€émto osmnacti nezavislym
veli¢indm dostavame

Oou, 00,
OH :j (O_W—O'UJJ‘% - 5{/ —l(% +i\] 50[; { s _Xi\] dli d Q+
1 LGS N AN | B 3.21)

+[(oun,=p,)oudr = [ (u,~i)épdr +[(a,n, ~p,)oudr =0
r, r, r,

Stacionarni podmiky, které vyplyvaji z (3.21) jsou : Vztahy mezi napétimi a deformacemi,
Cauchyho vztahy, podmiky rovnovahy a okrajové podminky na 'y a I',. Fyzikalni vyznam
Lagrangeovych multiplikatort p; vyplyva z posledniho vyrazu v (3.21): jsou to povrchové sily
na té Casti okraje, na které jsou predepsany posuvy.

Funkcional Hellinger-Reissneriv 1ze odvodit z obecného funkcionalu (3.20). VeliCiny ¢,

jiz nebudeme povazovat za nezavislé a jejich variace d&; budou nuloveé, dale budeme

pfedpokladat platnost Cauchyho vztahti (3.12) a linearni vztah mezi napéti a deformaci:
& = Sijkla-kl (3.22)

V takovém piipad¢ Ize slozky deformaci zcela vyloucit z podintegralniho vyrazu (3.20) a
ziskat funkcional:

5 Ox;, Ox

My = j{a,.jl(aui +%} - Xu, —B(J,j)}dg ~[ pudr =[(u -a)pdr (3.23)
r, F

kde u,,0, a p, jsou vzajemn€ nezavislé veli¢in podrobené variacim a funkce B plyne z (3.14).
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Aplikujeme-li Hellinger-Reissnertiv variaéni teorém spolu s Hamiltonovym principem
ziskame funkcional:

o=[(r-n,)a (3.24)

4
a pohybové rovnice systému ziskame z podminky stacionarni hodnoty tohoto funkcionalu:

5P = 0. (3.25)

3.2 Varia¢ni metody reSeni okrajovych uloh
Uvazujeme soustavu m diferencidlnich rovnic
y' =1f(x,y), x O{a, b) (3.26)
s obecnou okrajovou podminkou
r(y(a), y(b)) = 0. (3.27)

Misto hledani feSeni v urcitych bodech, hledaji variacni metody feSeni v jisté tfidé funkci,
pokud je Px(x) Gplny systém funkci, 1ze feSeni napsat

y(x)= iak% (x) (3.28)

a zbyva najit nezname koeficienty a;. Samoziejmeé se pak omezime na konecny pocet funkeci.

Ptevedeme okrajové podminky na homogenni a obycejnou diferencidlni rovnici napiSeme
ve tvaru

Ayx=f  Ly=0  L0y=0

kde A je diferencialni operator. Zvolime bazové funkce ¢y (x) takové, ze O spliuji okrajové
b

podminky. V prostoru funkci zavedeme skalarni soucin, ¢asto (u, V) = I u (x) V(x)dx .

a

Pozn. VétSina metod je urcena pro linearni operatory A, ale napt. Galerkinovu metodu 1ze
uzit 1 pro nelinearni operatory.

Galerkinova metoda
Ay=f = (Ay-f,¢)=0 0O j=1,...,n

Uvazujeme pfiblizné feSeni ve tvaru
n
yn = Z ak¢k
k=1

Po dosazeni ziskame systém rovnic pro koeficienty ay

(Ay, -f.0,) = T(Ayn —f)p dx = T[A{gakd)k} —f,(])dex =0

a a

Metoda konefnych prvki (finite element method) je variatni metoda, kterd uziva
specialni bazové funkce, z nichz kazda je nenulova jen v urcitém kratkém intervalu. Bazové
funkce pro metodu kone¢nych prvkt mohou byt naptiklad:
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¢, =0 pro X £X,

b =1- XX ro X, SX<X
i ~ p i1 = X=X
X TXig
=1- 2% <x<
¢ = - pro X, SX<X,
Xin =X
¢, =0 pro Xy SX

Uvedeny tvar bazovych funkei 1ze pouzit, pokud diferencialni rovnice obsahuji maximalné
2. derivaci, jinak je tfeba volit hladsi bazové funkce (napt. zvonové spliny).

4. Metoda koneénych prvku

Metoda konec¢nych prvkli (FEM — Finite Element Method), se s vyhodou pouziva pro
feSeni riiznych problému v oblasti mechaniky poddajnych téles.

V metodé¢ konecnych prvkti (MKP) vyplnime objem uvazeného télesa mnoha nahradnimi
¢astmi jednoduchych geometrickych tvarti - ty nazyvdme prvky — a mame zato, Ze pfi
vypliovani objemu nevznikly Zadné umélé dutiny a ze prvky jsou pospojovany jen nékolika
svymi hrani¢nimi body. Koneénym prvkem nazyvame zvoleny element (objemu, plochy,
délky) definovany uzly v rozich, popf. i na hranach.

Existuji mnohé zplisoby jak vysvétlit a odvodit zakladni vztahy pro metodu konec¢nych
prvki. Jeden z nich, zde uvedeny, je zaloZen na principu virtudlnich praci.

4.1 Princip virtualnich praci

Princip virtudlnich praci hraje v mechanice kontinua dilezitou roli. Je téZ nazyvan
principem virtualnich posunuti. Dudlnim principem k principu virtudlnich posunuti je princip
virtualnich sil [3]. Virtudlni prace je fiktivni prace, kterou vykonaji staticky ptipustné sily a
napéti pii infinitesimalnich kinematiky pfistupnych posunuti.

Virtuani prace OU, vykonanad vnitinimi silami, je rovna praci &W, vykonané vnégjSimi
silami

oU = oW 4.1)
Virtudni praci vnéjsich sil je dana virtudni praci povrchovych a objemovych sil
8W = | Su,t,dS +[ du, f,dV (4.2)
S Vv

Virtuani posuvy du; jsou myslené, nikoliv skute¢né, infinitesimalni posuvy udélené kazdé
castici télesa.
Z vykonu vnitinich sil podle (2.5.76 [3]) se d4 odvodit virtualni prace sil ve tvaru
U= | o5, 0,dV (4.3)
14

Pfipojime-li virtudlni praci osamélych sil, se kterymi se tak Casto pracuje v inzenyrské
praxi dostaneme

2940, (4.4)
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muzeme celkovou bilanci virtudlnich sil napsat ve tvaru, vném se s ni Casto setkdvame
v textech vénovanych metod¢ konecnych prvki (Bathe, 1996)

[3e,0,dv = [Sutds +[ au fidv + Y 84,0 (4.5)
14 N 14
Vyjadieno slovy, virtudlni prace wvnitinich sil se rovnd souctu virtualni praci sil

obemovych, povrchovyvh a osamélych. Veli¢ina dg;, odpovida piedepsanému virtualnimu
posunuti v misté ptisobité sily Q;.

4.2 Soustavy nelinearnich rovnic v MKP
Se soustavami nelinedrnich rovnic se v metodé konecnych prvki setkavame casto.
4.2.1 Rovnice rovnovahy télesa

Statickd rovnice rovnovahy télesa mé po diskretizaci tvar

Ku=R (4.6)
Kde K je matice tuhosti, u vektor posunuti a R je vektor uzlovych sil.
Rovnici (4.6) Ize piepsat do obecného tvaru

g(u)=K(u)u—R(u)=0 4.7)

kde g(u) je gradient potencidlni energie, znamy téz jako rezidualni vektor (out-of-balance-
force).

4.2.2 Rovnice stacionarniho vedeni tepla

Rovnice stacionarniho vedeni tepla vyjadiuje zavislost mezi pfivadénym vykonem Q a
vektorem uzlovych teplot T jako

KT=Q (4.8)
Tepelny tok Q na povrchu télesa byva nejcastéji popsan piestupem
Q=0a(T-To), a=oa(T) )

kde Ty je teplota okoli a o je soucinitel pfestupu tepla. Protoze o = a(T), bude matice tepelné
vodivosti K 1 prava strana Q funkci teploty télesa. Podobné jako (4.7) mizeme psat

g(T)=K(T)T - Q(T)=0 (4.10)
4.2.3 Konstitutivni vztahy
Konstitutivni vztahy déavaji do souvislosti tenzor napéti 0 s tenzorem deformace €, napf.
Pro neline4rné pruzny material
0= Dg, kde D =D(g), resp. D = D(0) (4.11)

Muzeme povazovat (4.11) za soustavu nelinearnich rovnic typu g(0) = 0 nebo, coz bude
pro dalsi ucely vyhodnéjsi

o= f(o), f(o)=D(0)¢, (4.12)

Zakladnim algoritmem feSsni soustav nelinedrnich rovnic na globalni urovni je
Newtonova-Raphsoniva (NR) metoda.
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4.3 Newtonova-Raphsonova metoda
Problém na globélni urovni miizeme formulovat nésledujicim zptisobem: Hleddme feSeni
u, pficemz k dispozici madme jen aproximaci uy, tedy
g(u,) 70, g(u)=0. (4.13)
Oznaéme g, = g(uy) , Aups; = Uyep - Uy (4.14)
Definujeme Jacobian (tangencialni) matici

dg. .
Kijj = —ag’ , kde gi = gi(w), 1,j=1,2,..,N (4.15)
u.

J

nebo struéné

0
)= iun (4.16)
Déle definujeme hessian
Hijk=62j—§;k, Hs%u 4.17)
Rozvojem (4.13), do Taylorovo fady v okoli bodu u,
g(u) = gn + Ky(u - uy) + %Hn(u ~u,)’ + Ou-uy)’ =0 (4.18)

Zanedbanim kvadratické Cleny a ¢leni vysSich fadt obdrzime vyraz pro novou aproximaci
Up+]

Kn(unﬂ - un) = -€n (419)

NR algortimus

1) up=0

2) g.=g(u,) =0 - exit

3) sestavit K, = dg/0u v bod¢ u,
4) KiAuyi = -g;

5) Upi = Uy + Aupyy

Nova aproximaci u,+; anuluje jen prvni dva cleny fady (4.18). Zbytek, pocitame
kvadratickym ¢lenem, ptfedstavuje chybu aproximace. Da se tedy ocekovat, Ze v nasledujici

iteraci, kdy bude eliminovan rezidual %Hn(u - uy)’ + O(u - u,)’, vznikle chyba ¥adt O(up;, -

Uni1)” = O(up:; - uy)* atd. Metoda bude zfejmé konvergovat kvadraticky.
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