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Ch−¬ng 9. sù æn ®Þnh cña hÖ ®μn håi 
I. Kh¸i niÖm 
⇒ Thùc tÕ cã nhiÒu tr−êng hîp nÕu chØ tÝnh ®é bÒn vμ ®é cøng 

vÉn ch−a ®ñ ®¶m b¶o an toμn cho kÕt cÊu, v× nã cã thÓ bÞ ph¸ 
háng do sù mÊt æn ®Þnh ⇒ cÇn ph¶i chó ý ®Õn sù æn ®Þnh. 

⇒ Kh¸i niÖm vÒ æn ®Þnh cña hÖ ®μn håi: VÝ dô, mét vËt nÆng 
h×nh cÇu ®Æc trªn mét mÆt lâm (h×nh 9.1a), qu¶ cÇu ë tr¹ng th¸i 
c©n b»ng æn ®Þnh. NÕu ta ®Æt qu¶ cÇu trªn mét mÆt låi (h×nh 
9.1b), qu¶ cÇu ë tr¹ng th¸i c©n b»ng kh«ng æn ®Þnh (mÊt æn ®Þnh) 

 

 

 

 

⇒ XÐt mét thanh th¼ng m¶nh chÞu lùc nh− h×nh 9.2a. Khi lùc 
P
r

 cßn nhá. NÕu ta dïng mét lùc ngang rÊt nhá K
r

 ®Èy thanh 
chÖch khái vÞ trÝ c©n b»ng, thanh trë l¹i vÞ 
trÝ th¼ng ®øng ban ®Çu sau khi bá K

r
. §ã 

gäi lμ tr¹ng th¸i æn ®Þnh cña thanh.  

⇒ Nh−ng khi lùc P
r

 v−ît qu¸ mét giíi h¹n 
nhÊt ®Þnh Pth (t¶i träng tíi h¹n) th× thanh 
sÏ dêi vÞ trÝ c©n b»ng ban ®Çu víi biÕn d¹ng 
ngμy cμng t¨ng ngay c¶ sau khi lùc ngang 
triÖt tiªu, cho ®Õn khi cong h¼n vÒ mét phÝa, 
kh«ng trë vÒ d¹ng th¼ng ban ®Çu n÷a. Lóc 
nμy ta nãi r»ng tr¹ng th¸i c©n b»ng (d−íi 
d¹ng th¼ng) cña thanh kh«ng æn ®Þnh. 

⇒ §èi víi c¸c chi tiÕt m¸y hoÆc c«ng 
tr×nh, ngoμi viÖc b¶o ®¶m an toμn vÒ ®é bÒn vμ ®é cøng cßn ph¶i 
b¶o ®¶m c¶ æn ®Þnh n÷a.  

§iÒu kiÖn æn ®Þnh: 
th

«d

P
P

n
≤ , n«® − hÖ sè an toμn vÒ æn ®Þnh. 

VÝ dô mét thanh ngμm dμi cã mÆt c¾t ngang ch÷ nhËt hÑp 
(h×nh 9.3a) bÞ uèn ph¼ng bëi lùc 

r
P song song víi chiÒu dμi cña 

a) 
b)

H×nh 9.1

H×nh 9.2

a) b)
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mÆt c¾t, khi P
r

 lín h¬n lùc tíi h¹n thP
r

 dÔ bÞ mÊt æn ®Þnh: thanh bÞ 
vªnh ®i vμ bÞ uèn − xo¾n ®ång thêi. Mét èng trßn máng bÞ xo¾n 
thuÇn tuý (h×nh 9.3b) khi m«men xo¾n M > Mth, thμnh èng sÏ bÞ 
mÐo v× mÊt æn ®Þnh. 

 
H×nh 9.3 

⇒ Khi mÊt æn ®Þnh, biÕn d¹ng cña hÖ t¨ng rÊt nhanh so víi 
møc t¨ng cña t¶i träng. Ch¼ng h¹n, víi thanh th¼ng chÞu nÐn 
nh− h×nh 9.2: khi P=1,010 Pth th× f=9%l; P=1,015 Pth th× f=22%l. 

Bμi to¸n æn ®Þnh lμ x¸c ®Þnh t¶i träng tíi h¹n. Bμi to¸n ®¬n 
gi¶n nhÊt lμ x¸c ®Þnh lùc tíi h¹n cña thanh bÞ nÐn ®óng t©m (bμi 
to¸n uèn däc thanh th¼ng hay bμi to¸n ¥le (Euler). 

II. bμi to¸n ¬le (EULER, 1774) 
1. C«ng thøc ¥le vÒ lùc tíi h¹n 

⇒ XÐt mét thanh th¼ng chÞu lùc nÐn 
®óng t©m P. Khi P ®¹t tíi gi¸ trÞ tíi 
h¹n Pth thanh sÏ bÞ uèn cong trong mÆt 
ph¼ng mμ thanh cã ®é cøng nhá nhÊt 
(h×nh 9.4). 

⇒ Gi¶ thiÕt: øng suÊt trong thanh do 
Pth g©y ra ch−a v−ît giíi h¹n tØ lÖ (®μn 
håi tuyÕn tÝnh). D−íi t¸c dông cña Pth 
trôc cña thanh bÞ cong víi chuyÓn vÞ 
(®é vâng) t¹i mÆt c¾t cã täa ®é z lμ y(z) 
rÊt bÐ. M«men uèn trªn mÆt c¾t ®ã lμ: 

 M(z) = Pth. y(z) (a) H×nh 9.4 
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⇒ Do c¸c gi¶ thiÕt trªn ta cã thÓ dïng c«ng thøc tÝnh m«men 
uèn theo ph−¬ng tr×nh vi ph©n gÇn ®óng ®−êng ®μn håi: 

 ( )
2

2

d y
M z EJ

dz
= −  (b) 

Thay (a) vμo (b) ta ®−îc: ′′ + α =2y (z) y(z) 0  (9.1) 

trong ®ã: α =2 thP
EJ

 (c) 

NghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh trªn lμ: 

 = α + α1 2y(z) C sin z C cos z  

C¸c h»ng sè tÝch ph©n ®−îc x¸c ®Þnh theo ®iÒu kiÖn biªn: 

 khi z = 0 th× y = 0 (d) 

 khi z = 1 th× y = 0  (e) 

Tõ (d) ta cã ngay C2 = 0. Tõ (e) ta cã:  

 y(l) = C1sinαl = 0 (9.2) 

Nh− vËy hoÆc C1 = 0 hoÆc sinαl = 0. Tuy nhiªn v× C2 = 0, nªn 
nÕu C1 = 0 th× y(z) = 0, khi ®ã thanh ch−a bÞ uèn cong hay ch−a 
mÊt æn ®Þnh. VËy chØ cßn l¹i ®iÒu kiÖn  

 sinαl= 0 ⇒ αl = nπ (n = 1, 2, …) ⇒ π
α =

n
l

 (n = 1, 2, …) (f) 

Thay gi¸ trÞ cña α vμo (c) ta cã gi¸ trÞ lùc tíi h¹n: 

 
π

=
2 2

th 2

n EJ
P

l
          (n = 1, 2, 3...) (g) 

Pth lμ gi¸ trÞ nhá nhÊt trong c¸c gi¸ trÞ (g), øng víi n = 1, khi 
thanh b¾t ®Çu mÊt æn ®Þnh, víi ®é cøng nhá nhÊt nªn J trong (g) 
nhá nhÊt Jmin cña MCN. Do ®ã, lùc tíi h¹n b»ng: 

 

π
=

2
min

th 2

EJ
P

l  (9.3) 

C«ng thøc nμy do ¥le t×m ra n¨m 1774. 

§èi víi c¸c thanh th¼ng kh¸c, b»ng nh÷ng suy diÔn t−¬ng tù 
nh− trªn, ta ®−îc c«ng thøc Euler d−íi d¹ng tæng qu¸t sau: 

 
π

=
2

2 min
th 2

EJ
P m

l
 hay ( )

π
=

μ

2
min

th 2

EJ
P

l
 (9.4) 
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trong ®ã μ vμ m = 
μ
1  lμ c¸c hÖ 

sè phô thuéc vμo d¹ng liªn kÕt 
ë hai mót thanh (h×nh 9.5). 

Cã thÓ thÊy m b»ng sè nöa 
b−íc sãng h×nh sin cña ®−êng 
®μn håi cña thanh sau khi  
thanh bÞ  mÊt æn ®Þnh. 

2. øng suÊt tíi h¹n 

øng suÊt tíi h¹n trong 
thanh chÞu nÐn ®óng t©m bëi 
lùc Pth: 

 ( )

2
th min

th 2

P EJ
F l F

π
σ = =

μ  hay: ( )

2 2
th min

th 2

P Ei
F l

π
σ = =

μ
 

trong ®ã, =2 min
min

J
i

F
 lμ b¸n kÝnh qu¸n tÝnh cùc tiÓu cña MCN. 

§Æt: 
μ

λ =
mini

l
 - ®−îc gäi lμ ®é m¶nh cña thanh (9.5) 

C«ng thøc tÝnh øng suÊt tíi h¹n sÏ cã d¹ng: 
2

th 2

Eπ
σ =

λ  (9.6) 

3. Giíi h¹n ¸p dông cña c«ng thøc ¥le 

⇒ C¸c c«ng thøc ¥le ®−îc thμnh lËp víi gi¶ thiÕt vËt liÖu ®μn 
håi tuyÕn tÝnh ⇒chóng chØ dïng khi øng suÊt trong thanh nhá 
h¬n giíi h¹n tØ lÖ σtl ⇒ ®iÒu kiÖn ¸p dông c¸c c«ng thøc ¥le: 

 th tlσ ≤ σ   hay 
π

≤ σ
λ

2

tl2

E
  ⇒

π
λ ≥

σ

2

tl

E
      (9.7) 

⇒ Nh− vËy c«ng thøc ¥le chØ ®óng víi c¸c thanh cã ®é m¶nh 

lín h¬n ®é m¶nh giíi h¹n: 
2

0
tl

Eπ
λ =

σ  (9.8) 

Víi thÐp, E ≈ 2.105 N/mm2, σtl = 200N/mm2 ⇒ 
π

λ = ≈
2 5

0

.2.10
100

200
 

Víi gç λ0 ≥ 70, víi gang λ0 ≥ 80. 

H×nh 9.5 
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⇒ Nh÷ng thanh cã ®é 
m¶nh λ>λ0 ®−îc gäi lμ nh÷ng 
thanh cã ®é m¶nh lín. 

⇒ Nh÷ng thanh cã λ1<λ<λ0 
®−îc gäi lμ nh÷ng thanh cã 
®é m¶nh võa vμ bÐ. 

⇒ §èi víi nh÷ng thanh cã 
®é m¶nh võa vμ bÐ, th−êng 
dïng c«ng thøc kinh nghiÖm 
sau ®©y cña E.S. Yaxinxky: 

 th a bσ = − λ  (9.9) 

trong ®ã a vμ b lμ c¸c h»ng 
sè phô thuéc vËt liÖu cña thanh, ®−îc x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm 
vμ tra Sæ tay kÜ thuËt. VÝ dô víi thÐp sè 3: a = 336 MN/m2, b = 
2,47 MN/m2, víi gç: a = 29,3 MN/m2, b = 0,194 MN/m2. 

§èi víi thanh cã ®é m¶nh bÐ qu¸ (0≤λ≤λ1) khi chÞu nÐn thanh 
kh«ng thÓ bÞ cong, sù mÊt æn ®Þnh cña thanh thùc tÕ kh«ng xÈy 
ra, khi ®ã tr¹ng th¸i tíi h¹n cña thanh còng lμ tr¹ng th¸i ph¸ 
ho¹i cña vËt liÖu: σth = σ0   (9.10) 

víi σ = σ0 ch  ®èi víi vËt liÖu dÎo, σ = σ0 B ®èi víi vËt liÖu gißn. 

III. Ph−¬ng ph¸p thùc hμnh ®Ó tÝnh æn ®Þnh 
Nh− ®· biÕt, ®iÒu kiÖn bÒn cña thanh bÞ nÐn ®óng t©m lμ: 

 [ ] σ
σ = ≤ σ = 0

n n
thùc

P
F n  

trong ®ã, [σ]n lμ øng suÊt nÐn cho phÐp. Trong khi ®ã ®iÒu kiÖn 

æn ®Þnh cña thanh lμ: σ«® = 
ng

P
F  ≤ [σ]«®

= th

«®

P
n  (9.11) 

trong ®ã [σ]«® lμ øng suÊt cho phÐp vÒ æn ®Þnh. 

§Ó tiÖn cho viÖc tÝnh to¸n, ta ®Æt:
[ ]
[ ]
σ σ

ϕ = =
σ σ

«® th

«® 0n

n
n  (9.12) 

ϕ ®−îc gäi lμ hÖ sè gi¶m øng suÊt cho phÐp hay hÖ sè uèn däc, ϕ ≤ 
1 v× th«ng th−êng [σ]«® ≤ [σ]n. HÖ sè ϕ phô thuéc vμo vËt liÖu, ®é 
m¶nh cña thanh vμ c¸c hÖ sè an toμn vÒ bÒn vμ æn ®Þnh. B»ng 

σth

λ1 

σtl 

σ0 

λ λ0 
0 

§−êng I-a-xin-xki 

Hypecb«n ¥le

H×nh 9.6 
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thùc nghiÖm, ng−êi ta ®· lËp ®−îc b¶ng tra trÞ sè ϕ theo ®é m¶nh 
vμ vËt liÖu, vμ cho trong c¸c Sæ tay kÜ thuËt. 

Thay (9.12) vμ (9.11) suy ra c«ng thøc kiÓm 
tra æn ®Þnh c¸c thanh bÞ uèn däc:  

 [ ]≤ ϕ σ
n

ng

P
F  (9.13) 

V× ϕ ≤ 1 nªn nÕu ®iÒu kiÖn æn ®Þnh ®· ®−îc 
b¶o ®¶m th× ®iÒu kiÖn bÒn còng ®−îc ®¶m b¶o. 
Thùc nghiÖm cho thÊy nh÷ng lç khuyÕt trªn 
mÆt c¾t ngang (nh− lç ®inh, r·nh chªm, v.v...) ¶nh h−ëng rÊt Ýt 
®Õn ®é æn ®Þnh cña thanh, nªn khi kiÓm tra æn ®Þnh theo c«ng 
thøc (9.32) vÉn dïng diÖn tÝch nguyªn cña mÆt c¾t. H×nh 9.7 m« t¶ 
mét MCN bÞ gi¶m yÕu côc bé, khi ®ã Fth = F1 + F2, cßn Fng lμ diÖn 
tÝch cña h×nh trßn. 

Tõ c«ng thøc c¬ b¶n trªn, cã thÓ x¸c ®Þnh lùc nÐn cho phÐp: 

 [ ] [ ]≤ ϕ σng n
P F  (9.14) 

IV. VÝ dô ¸p dông 
VÝ dô 9.1. TÝnh lùc tíi h¹n vμ øng suÊt tíi h¹n cña 

mét thanh chÞu nÐn ®óng t©m nh− h×nh 9.8. Cho biÕt 
vËt liÖu thanh lμ ®uya-ra: E = 0.71.105 MN/m2; 
σtl=180 MN/m2; l = 2 m; D = 4 cm; d = 3 cm. 

Gi¶i 
M«men qu¸n tÝnh cña MCN h×nh vμnh kh¨n lμ: 

 ( )π π
= − =4 4 175

J D d
64 64

 (cm4) 

DiÖn tÝch MCN cña thanh: ( )π π
= − =2 2 7

F D d
4 4

 (cm2) 

B¸n kÝnh qu¸n tÝnh cña mÆt c¾t (imin = imax = i) 

 π
= = =

π
J 175 .4 5

i
F 64.7 4

 (cm) 

HÖ sè liªn kÕt μ = 0,7, do ®ã ®é m¶nh cña thanh lμ: 

H×nh 9.8

P

l

D

d 

H×nh 9.7



Ch−¬ng 9. æn ®Þnh cña hÖ ®μn håi 

 108

 μ
λ = = =

0,7.120.4
67,2

i 5

l  

§é m¶nh λ0 t−¬ng øng víi σtl lμ:   

 λ = π = =
σ

5

0
tl

E 0,71.10
3,14 62

180
 

Do λ > λ0, nªn ta ¸p dông c«ng thøc ¥le ®Ó tÝnh lùc tíi h¹n 

 ( )
π

= = =
μ

2
3

th 2

EJ
P 85,3.10 N 85,3kN

l
 

øng suÊt tíi h¹n:  

 ( )
π

σ = = = =
μ

2
6 2 2th

th 2

P EJ
155.10 N / m 155MN / m

F l F  

VÝ dô 9.2. TÝnh lùc tíi h¹n vμ øng suÊt tíi h¹n cña mét cét lμm 
b»ng thÐp CT3 chÞu liªn kÕt khíp ë hai ®Çu, MCN h×nh ch÷ I sè 
22a. XÐt hai tr−êng hîp: 

a) Cét cao 3 m. 

b) Cét cao 2,25 m. 

Gi¶i 
MÆt c¾t ngang h×nh ch÷ I sè 22a cã F = 32,4 cm2 vμ imin = 2,5cm 

a) Khi cét cao 3m ®é m¶nh cña cét lμ: 

 
min

1.3
120

i 0,025

μ
λ = = =

l  

Víi thÐp CT3 ta cã λ0 = 100 nªn ta thÊy λ > λ0, do ®ã ta cã thÓ 
sö dông c«ng thøc ¥le. 

øng suÊt tíi h¹n:  

 
π

σ = =
λ

2
2

th 2

E
14,3kN / cm  

Lùc tíi h¹n cña thanh lμ: 

 Pth = σth.F = 14,3.32,4 = 463,32 kN 
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H×nh 9.9 

P 

l 

b) Khi cét cao 3m ®é m¶nh cña cét lμ: 
0

min

1.2,25
90

i 0,025

μ
λ = = = < λ

l  

V× λ < λ0, nªn ta ph¶i dïng c«ng thøc Yaxinxki ®Ó tÝnh lùc tíi 
h¹n víi thÐp sè 3, ta cã: 

 σ = − λ = − = 2
th a b 336 1,47.90 20,4kN / cm  

Khi ®ã lùc tíi h¹n lμ: 

 Pth = σth. F = 20,4 . 32,4 = 660 kN 

VÝ dô 9.3. Cho cét ch÷ I lμm tõ thÐp sè 3. BiÕt [σ]=16 kN/cm2, 
P=400kN, l=2 m. X¸c ®Þnh sè hiÖu mÆt c¾t ngang? 

Gi¶i 

Ta gi¶i bμi to¸n theo ph−¬ng ph¸p ®óng dÇn. 

a) Chän lÇn thø nhÊt 

Chän ϕ0=0,60 

Khi ®ã [σ]«® = ϕ.[σ] = 0,6.16 = 9,6 kN/cm2. 

DiÖn tÝch MCN: [ ]
= = ≈

σ
2

od

P 400
F 41,7kN / cm

9,6
 

Tra b¶ng thÐp ch÷ I thÊy cã lo¹i thÐp I N027 cã 
F= 40,2 cm3; imin=2,54cm. 

§é m¶nh cña cét lμ: 

 
μ

λ = = =
min

l 1.200
78,8

i 2,54
   

§èi víi thÐp sè 3, khi λ = 70 th× ϕ = 0,758, khi λ = 80 th× ϕ = 
0,75. Dïng phương ph¸p néi suy ta cã hÖ sè ϕ1 = 

−
+

0,81 0,75
0,75 .1,3

10
=0,758 t−¬ng øng víi λ = 78,8.  

HÖ sè ϕ1 nμy kh¸c nhiÒu so víi hÖ sè gi¶m øng suÊt ta chän lóc 
®Çu nªn ta ph¶i chon lÇn hai. 

b) Chän lÇm thø hai: 

Ta lÊy: 679,0
2

10
2 =

ϕ+ϕ
=ϕ ;  
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Khi ®ã: [σ]«® = ϕ.[σ] = 0,679.16 = 10,86 kN/cm2  

DiÖn tÝch MCN: 2cm8,36
86,10

400F ==  

Tra b¶ng ta chän thÐp ch÷ I N024  cã diÖn tÝch gÇn nhÊt F = 
34,8 cm3; imin=2,37cm. 

§é m¶nh cña cét: 
min

l 1.200 84,5
i 2,37
μ

λ = = =   

Tra b¶ng ®èi víi thÐp sè 3 ta cã: khi λ = 80 th× ϕ = 0,75, khi λ = 
90 th× ϕ = 0,69.  

Dïng néi suy ta cã víi λ = 84,5 th× hÖ sè gi¶m øng suÊt lμ: 

 ϕ3 = −
+

0,75 0,69
0,69 .5,5

10
 = 0,723;  

KiÓm tra l¹i ®iÒu kiÖn æn ®Þnh: 

øng suÊt cho phÐp æn ®Þnh: 

 [σ]«® = ϕ3.[σ] = 0,723.16 = 11,57 kN/cm2  

øng suÊt thùc tÕ trong cét: 
 [ ] 2

od
2 cm/kN57,11cm/kN5,11

8,34
400

F
P

=σ≤===σ  

øng suÊt Ýt h¬n lμ: 

 
[ ] [ ]
[ ]

σ − σ
= =≈

σ
«d

«d

0,07
.100% .100% 0,8%

11,57
 

⇒ chän I N024 th× cét æn ®Þnh. 

V× λ = 84,5 < λ0 = 100, nªn theo c«ng thøc Yaxinxki ta cã: 

 2
th cm/kN37,21ba =λ−=σ ; 

σ
= =
σ

th
«d

«d

n 1,85    


