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Ch−¬ng 3. Tr¹ng th¸i øng suÊt 

I. Kh¸i niÖm vÒ tr¹ng th¸i øng suÊt 
⇒ Tr¹ng th¸i øng suÊt t¹i mét ®iÓm cña vËt thÓ ®μn håi chÞu 

lùc lμ tËp hîp tÊt c¶ c¸c øng 
suÊt t¸c dông trªn tÊt c¶ c¸c 
mÆt v« cïng bÐ ®i qua ®iÓm 
®ã, ®Æc tr−ng bëi tenx¬ ®èi 
xøng cÊp 2 cã 6 thμnh phÇn 
øng suÊt ®éc lËp (h×nh 3.1): 

⎛ ⎞σ τ τ
⎜ ⎟

τ σ τ⎜ ⎟
⎜ ⎟τ τ σ⎝ ⎠

x xy xz

yx y yz

zx zy z

 (3.1) 

nh− biÓu thÞ trªn c¸c mÆt cña 
ph©n tè to¹ ®é Cdxdydz. 

⇒ Qua 1 ®iÓm ta lu«n t×m 
ba mÆt vu«ng gãc víi nhau cã 
øng suÊt tiÕp b»ng 0, c¸c mÆt ®ã lμ mÆt chÝnh, ph¸p tuyÕn mÆt 
chÝnh gäi lμ ph−¬ng chÝnh, øng suÊt ph¸p trªn c¸c mÆt chÝnh gäi 
lμ øng suÊt chÝnh σ1, σ2 vμ σ3: 

 σ1 > σ2 > σ3  (3.2) 
⇒ C¨n cø vμo c¸c øng suÊt chÝnh ta ph©n lo¹i tr¹ng th¸i øng 

suÊt nh− sau: Tr¹ng th¸i øng suÊt khèi  (h×nh 3.2a), tr¹ng th¸i 
øng suÊt ph¼ng (h×nh 3.2b), tr¹ng th¸i øng suÊt ®¬n (h×nh 3.2c).  

 
H×nh 3.2 

H×nh 3.1 
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II. Tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng 
1. øng suÊt trªn mÆt nghiªng bÊt k×  

⇒ T¸ch mét ph©n tè t¹i ®iÓm K khái vËt thÓ ®μn håi chÞu lùc 
(h×nh 3.3a). Gi¶ thiÕt mÆt vu«ng gãc víi trôc z lμ mÆt chÝnh (σz =  
τzx = τzy = 0), c¸c mÆt cßn l¹i cã c¶ øng suÊt ph¸p vμ øng suÊt tiÕp. 

 
H×nh 3.3 

⇒ XÐt sù c©n b»ng cña ph©n tè h×nh l¨ng trô ®¸y lμ tam gi¸c, 
mÆt bªn nghiªng. Ph−¬ng tr×nh tæng m«men c¸c lùc víi O: 

 = τ − τ =∑ O xy yx

dx dy
M dydz dzdx 0

2 2
⇒ τ = τxy yx  (3.3) 

⇒LuËt ®èi øng cña øng suÊt tiÕp, ph¸t biÓu nh− sau: “NÕu trªn 
mÆt c¾t nμo ®ã cã øng suÊt tiÕp th× trªn mÆt c¾t vu«ng gãc víi nã 
còng ph¶i cã øng suÊt tiÕp cã cïng trÞ sè nh−ng ®èi chiÒu”. 

⇒ Gäi diÖn tÝch mÆt AB lμ dF, khi ®ã diÖn tÝch mÆt AC lμ 
dFcosα vμ diÖn tÝch mÆt BC lμ dFsinα. LËp c¸c ph−¬ng tr×nh 
h×nh chiÕu sau cña ph©n tè ABC lªn c¸c trôc u vμ v ta cã: 

 
= σ − σ α α + τ α α −

σ α α + τ α α =
∑ u x xy

y yx

U dF ( dF cos )cos ( dFcos )sin

           - ( dFsin )sin ( dFsin )cos 0  

 
= τ − σ α α − τ α α +

σ α α + τ α α =
∑ uv x xy

y yx

V dF ( dF cos )sin ( dFcos )cos

           +( dFsin )cos ( dF sin )sin 0  

⇒ Sau khi rót gän, sö dông ®Þnh luËt ®èi øng øng suÊt tiÕp ta 
®−îc gi¸ trÞ cña σu vμ τuv: 

 
σ + σ σ − σ

σ = + α − τ αx y x y
u xycos2 sin 2

2 2  (3.4) 

 
σ − σ

τ = α + τ αx y
uv xysin 2 cos2

2  (3.5) 

dx
dz

dy
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⇒ Râ rμng lμ khi α = 0 (hoÆc π/2) th× σu vμ τuv cã gi¸ trÞ b»ng σx, 
τxy (hoÆc σy, τyx). 

2. øng suÊt chÝnh vμ ph−¬ng chÝnh 

⇒ MÆt chÝnh ®−îc x¸c ®Þnh th«ng qua gãc nghiªng α0, sao cho 
øng suÊt tiÕp trªn ®ã b»ng 0: 

 
σ − σ τ

α + τ α = ⇒ α = − β
σ − σ

x y xy
0 xy 0 0

x y

2
sin 2 cos2 0 tg2  (= tg )

2  (3.6) 

 
β π

⇒ α = +0 k.
2 2   

⇒ Ta thÊy α0 cã hai nghiÖm lμ α1 vμ α2 (øng víi k = 0 vμ k = 1) 
lÖch nhau 900 ⇒ ta lu«n cã hai ph−¬ng chÝnh vu«ng gãc víi nhau. 
Thay α1 vμ α2 vμo (3.4) ta sÏ ®−îc c¸c øng suÊt chÝnh cÇn t×m, ®ã lμ 
nh÷ng øng suÊt ph¸p cùc trÞ, v× 

 
σ − σ⎛ ⎞σ

= − α − τ α = − τ =⎜ ⎟α ⎝ ⎠

x yu
0 xy 0 uv

d
2 sin 2 cos2 2 0

d 2   

Thay α0 vμo (3.6) ta cã : 
σ + σ σ − σ⎛ ⎞

σ = ± + τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

x y x y 2
max xy
min 2 2 (3.7) 

⇒ øng suÊt tiÕp cùc trÞ x¸c ®Þnh b»ng dτuv/dα = 0: 

 
σ − στ

= α − τ α =
α

x yuv
xy

d
2 cos2 2 sin2 0

d 2  
σ − σ

⇒ α =
τ

x y

xy

tg2
2  

⇒ So s¸nh víi (3.7), ta ®−îc:  

 α = − = − α
α 0

0

1
tg2 cot g2

tg2
π

⇒ α = α +0 k.
4  (3.8) 

KÕt luËn: nh÷ng mÆt cã øng suÊt tiÕp cùc trÞ t¹o víi mÆt chÝnh 

mét gãc 450. Thay (3.8) vμo (3.5) víi 2

1cos2
1 tg 2

α = ±
+ α

, ta ®−îc: 

 ( )τ = ± σ − σ + τ
2 2

max x y xy
min

1
4

2  (3.9) 

⇒ TÝnh theo øng suÊt chÝnh ta cã: 
σ − σ

τ = ± max min
max
min 2  (3.10) 
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III. Vßng trßn Mo (Mohr) øng suÊt 

1. C¬ së cña ph−¬ng ph¸p vμ c¸ch vÏ vßng trßn MO øng suÊt 

⇒ XÐt mét ph©n tè víi c¸c øng suÊt σx, σy, τxy ®· cho nh− h×nh 
3.4a. LËp hÖ to¹ ®é Oστ (h×nh 3.4b) theo tû lÖ nhÊt ®Þnh. Trªn trôc 
hoμnh σ ®Æt c¸c ®o¹n OE = σx vμ OF = σy. Tõ E dùng ®o¹n ED = τxy 
vu«ng gãc víi OE. VÏ vßng trßn cã t©m C lμ trung ®iÓm cña ®o¹n 

σ + σ⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠

x yEF OC
2

 vμ b¸n kÝnh CD  (CD = R = 
σ − σ⎛ ⎞

+ τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

x y 2
xy2 ), gäi lμ 

vßng trßn Mo øng suÊt (Mohr).  

 
H×nh 3.4 

⇒ §Ó x¸c ®Þnh c¸c øng suÊt σu vμ τuv trªn mÆt xiªn cã ph−¬ng u 

lμm víi trôc x mét gãc α cho tr−íc (h×nh 3.4a) h·y lÊy trªn vßng 

trßn võa vÏ mét ®iÓm P (th−êng gäi lμ ®iÓm cùc) cã hoμnh ®é σy vμ 

tung ®é τxy (h×nh 3.4b), råi tõ P vÏ tia song song víi ph−¬ng u cho 

c¾t vßng trßn t¹i ®iÓm M. To¹ ®é cña M chÝnh lμ c¸c øng suÊt σu vμ 

τuv cÇn t×m. 
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2. X¸c ®Þnh øng suÊt chÝnh vμ ph−¬ng chÝnh 

⇒ C¸c giao ®iÓm A vμ B cña vßng trßn Mo víi trôc hoμnh Oσ lμ 
nh÷ng ®iÓm cã hoμnh ®é lín nhÊt vμ nhá nhÊt, tung ®é b»ng 0: 

 
σ + σ σ − σ⎛ ⎞

σ = ± + τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

x y x y 2
max xy
min 2 2  (3.11) 

⇒ Ph−¬ng cña c¸c tia PA vμ PB lμ c¸c ph−¬ng chÝnh cÇn t×m 
cña ph©n tè (h×nh 3.4a). 

⇒ Theo h×nh 3.4b dÔ thÊy lu«n lu«n cã: 
σmax + σmin = 2OC = σy + σz = h»ng  (3.12) 

“Tæng øng suÊt ph¸p trªn hai mÆt vu«ng gãc víi nhau lμ h»ng sè”. 
⇒ Gäi α1 vμ α2 lμ gãc cña ph−¬ng chÝnh thø nhÊt vμ ph−¬ng 

chÝnh thø hai ®èi víi trôc x. Theo h×nh 3.4b, cã: 

tgα1 = 
τ

=
σ − σ

xy

y max

FP
FA ;  tgα2 = 

τ
=

σ − σ
xy

y min

FP
FB  (3.13) 

⇒ Tr−êng hîp kÐo (nÐn) ®óng t©m øng suÊt tiÕp lín nhÊt: 

 max min z

1
2

τ = τ = σ        (3.14) 

®ã lμ hai mÆt vu«ng gãc víi nhau, lÇn l−ît lμm víi trôc z mét gãc 
45o vμ 135o. 

3. Hai tr−êng hîp ®Æc biÖt 

⇒ Tr¹ng th¸i tr−ît thuÇn tuý: ph©n tè mμ trªn c¸c mÆt chØ cã øng 
suÊt tiÕp (h×nh 3.5a). Lóc nμy vßng trßn Mo cã t©m trïng víi gèc 
to¹ ®é (h×nh 3.5b). C¸c øng suÊt chÝnh (øng suÊt ph¸p cùc trÞ) 
kh¸c dÊu nhau vμ cã gi¸ trÞ b»ng gi¸ trÞ cña øng suÊt tiÕp:  

 σ1=−σ3=⎪τ⎪, σ2=0 (3.15) 
C¸c ph−¬ng chÝnh xiªn gãc 450 so víi øng suÊt tiÕp (h×nh 3.5a). 

 
H×nh 3.5     H×nh 3.6 

⇒ Tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng ®Æc biÖt lμ tr¹ng th¸i cã mét thμnh 
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phÇn øng suÊt ph¸p, vÝ dô σx=σ, σy=0 (h×nh 3.6a). Vßng Mo cña TT¦S 
nμy vÏ trªn h×nh 3.6b. TrÞ sè øng suÊt chÝnh (øng suÊt ph¸p cùc trÞ) lμ 

 
2 2

2 2
1 2 3,    0,       

2 2 2 2
σ σ σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ = + + τ σ = σ = − + τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (3.16) 

IV. Liªn hÖ gi÷a øng suÊt - biÕn d¹ng  
1. BiÕn d¹ng dμi (®Þnh luËt Hóc tæng qu¸t) 

⇒ XÐt ph©n tè chÝnh nh− h×nh 3.7, h·y t×m biÕn d¹ng dμi t−¬ng 
®èi ε1 theo ph−¬ng I cña ph©n tè.  

BiÕn d¹ng do σ1 sinh ra: 1
11 E

σ
ε =  

BiÕn d¹ng do σ2 sinh ra: ε12 = 2

E
σ

−μ  

BiÕn d¹ng do σ3 sinh ra: ε13 = 3

E
σ

−μ  

⇒ BiÕn d¹ng dμi (t−¬ng ®èi) theo 
ph−¬ng I do c¸c ba øng suÊt σ1, σ2 vμ 
σ3 sinh ra: ε1 = ε11 + ε12 + ε13.  

⇒ Lμm t−¬ng tù ta ®−îc biÕn d¹ng 
(t−¬ng ®èi) theo ph−¬ng II vμ ph−¬ng III cña ph©n tè: 

( )

( )

( )

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦

1 1 2 3

2 2 3 1

3 3 1 2

1
E
1
E
1
E

   hoÆc  

( )

( )

( )

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦

⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ⎣ ⎦

x x y z

y y z x

z z x y

1
E
1
E
1
E

   (3.16) 

E: m«®uyn ®μn håi cña vËt liÖu, [lùc/(chiÒu dμi)2]. 
μ: hÖ sè Po¸t-x«ng cña vËt liÖu, cã gi¸ trÞ 0÷0,5. 
⇒ C¸c hÖ thøc bËc nhÊt (3.16) trªn ®©y gi÷a biÕn d¹ng dμi vμ 

øng suÊt ph¸p lμ néi dung cña ®Þnh luËt Hóc tæng qu¸t ®èi víi 
vËt r¾n ®μn håi tuyÕn tÝnh. 

2. BiÕn d¹ng gãc (§Þnh luËt Hóc vÒ tr−ît) 

⇒ XÐt biÕn d¹ng cña ph©n tè. D−íi t¸c dông cña øng suÊt tiÕp 
ph©n tè bÞ biÕn ®æi h×nh d¸ng vμ trë thμnh h×nh b×nh hμnh (h×nh 
3-8). Theo ®Þnh luËt Hóc, gi÷a øng suÊt tiÕp τ vμ gãc tr−ît γ cã 

H×nh 3.7
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liªn hÖ sau: τ ij = Gγij  ( i, j = 1, 2, 3) (3.18) 

trong ®ã G lμ hÖ sè tû lÖ gäi lμ m«®un ®μn 
håi khi tr−ît [lùc/chiÒu dμi2], ®ã lμ h»ng 
sè vËt liÖu, ®−îc x¸c ®Þnh tõ thÝ nghiÖm. 
M«®un G liªn hÖ víi E vμ μ nh− sau: 

  =
+ μ
E

G
2(1 )  

XÐt ph©n tè víi hÖ trôc täa ®é x, y, vμ z. 
Quan hÖ øng suÊt vμ biÕn d¹ng gãc lμ: 

 
xy yz zx

xy yz zx;   ;   
G G G
τ τ τ

γ = γ = γ =  (3.19) 

⇒ Quan hÖ gi÷a øng suÊt vμ biÕn d¹ng (3.16), (3.17) hoÆc 
(3.18) biÓu diÔn b»ng ®Þnh luËt Hóc tæng qu¸t.   

3. BiÕn d¹ng thÓ tÝch tû ®èi (®Þnh luËt Hóc khèi) 

⇒ Gäi dx, dy vμ dz lμ c¸c c¹nh cña ph©n tè vμ V0 lμ thÓ tÝch ban 
®Çu cña ph©n tè, ta cã: V0 = dxdydz 

⇒ Sau khi biÕn d¹ng, chiÒu dμi c¸c c¹nh thay ®æi sÏ lμ (dx + 
Δdx), (dy + Δdy) vμ (dz + Δdz). ThÓ tÝch sau khi biÕn d¹ng: 

V1 = V0 + ΔV = (dx + Δdx).(dy + Δdy).(dz + Δdz)= 

= dxdydz
⎛ ⎞Δ Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

dx dy dz
1 1 1

dx dy dz
= dxdydz ( )( )( )+ ε + ε + εx y z1 1 1  

⇒ V× biÕn d¹ng lμ bÐ nªn cã thÓ bá qua c¸c ®¹i l−îng v« cïng bÐ 
bËc 2 trë lªn. Cuèi cïng ta ®−îc: V1 = V0(1 + εx + εY + εz) 

⇒ Gäi θ lμ biÕn d¹ng thÓ tÝch t−¬ng ®èi cña ph©n tè, ta cã: 

 
−

θ = 1 0

0

V V

V  = εx + εY + εz = ( )− μ − μ
σ + σ + σ = Σx y z

1 2 1 2

E E
 

⇒ Tæng øng suÊt ph¸p lμ:  Σ = θ
− μ
E

1 2  (3.20) 

⇒ C«ng thøc trªn biÓu diÔn liªn hÖ bËc nhÊt gi÷a biÕn d¹ng thÓ 
tÝch t−¬ng ®èi vμ tæng c¸c øng suÊt ph¸p, gäi lμ ®Þnh luËt Hóc 
khèi. 

τij

τij 

τij 

τij

γij

γij

H×nh3.8 
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V. VÝ dô ¸p dông 
VÝ dô 3.1. øng suÊt toμn phÇn trªn mÆt c¾t m-n ®i qua mét ®iÓm 

cña mét vËt thÓ trong tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng p = 3000 N/cm2 cã 
ph−¬ng t¹o thμnh mét gãc 600 víi mÆt c¾t. Trªn mÆt vu«ng gãc víi 
mÆt c¾t nμy chØ cã øng suÊt tiÕp (h×nh 3.9). 

TÝnh øng suÊt ph¸p vμ øng suÊt tiÕp trªn mÆt c¾t t¹o thμnh gãc 
450 víi mÆt c¾t m-n. TÝnh øng suÊt ph¸p lín nhÊt t¹i ®iÓm ®ã. 

Gi¶i 
Ta thiÕt lËp hÖ trôc xy trªn mÆt c¾t 

m-n vμ hÖ trôc uv trªn mÆt c¾t 
nghiªng nh− h×nh 3.9. Khi ®ã c¸c 
thμnh phÇn øng suÊt trªn c¸c mÆt cña 
ph©n tè ë tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng: 

σ = = =

τ = − = − = −

σ =

0 2
x

0 2
xy

y

p sin60 3.0,86 2,6kN / cm

pcos60 5.0,5 1,5kN / cm

0
 

¸p dông c«ng thøc tÝnh øng suÊt 
trªn mÆt c¾t nghiªng víi α = -1350, ta cã: 

 
σ + σ σ − σ

σ = + α − τ α ≈x y x y 2
u xycos2 sin2 2,8kN / cm

2 2  

 τuv =
σ − σx y

2 sin2α + τxycos2α ≈ 1,3 kN/cm2 

øng suÊt ph¸p lín nhÊt t¹i ®iÓm ®ã lμ: 

 σmax = 
σ + σ σ − σ⎛ ⎞

+ + τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

x y x y 2
xy2 2  ≈ 3,28 kN/cm2 

VÝ dô 3.2. T¹i mét ®iÓm trªn mÆt mét vËt 
thÓ chÞu lùc ng−êi ta ®o ®−îc biÕn d¹ng tû ®èi 
theo c¸c ph−¬ng om, on, ou nh− sau:   

εm = 2,81.10-4 ; εn = -2,81.10-4 ; εu = 1,625.10-4 
X¸c ®Þnh ph−¬ng chÝnh vμ øng suÊt chÝnh 

t¹i ®iÓm Êy. Cho biÕt μ = 0,3; E = 2.104 
kN/cm2. 

u

v

τ

450 

p

x

y

600

n

m

H×nh 3.9 

u n m

O 

450 

H×nh 3.10

450
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Gi¶i 
øng suÊt ph¸p ph−¬ng m, n: 

 

( ) ( )

( ) ( )

−

−

ε = σ − μσ = σ − σ =

ε = σ − μσ = σ − σ = −

4
m m n m n4

4
n n m n m4

1 1
0,3 2,81.10

E 2.10
1 1

0,3 2,81.10
E 2.10  

⇒ m 4,32σ =  kN/cm2 ; n 4,32σ = −  kN/cm2 
BiÕn d¹ng theo ph−¬ng u: 

( ) ( )⎡ ⎤ ⎡ ⎤ε = σ − μ σ + σ − σ = σ − − − σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦u u m n u u u4

1 1
0,3 4,32 4,32

E 2.10  

Theo ®Çu bμi ta cã 
−ε = 4

u 1,625.10  

⇒ u 2,5σ =  kN/cm2 
øng suÊt tiÕp τmn t×nh tõ c«ng thøc: 

 
σ + σ σ − σ

σ = + α − τ αm n m n
u mncos2 sin2

2 2  

⇒ 
− +

= + − τ0 0
mn

4,32 4,32 4,32 4,32
2,5 cos2.45 sin2.45

2 2  

⇒ mn 2,5τ = −  kN/cm2 
Gi¸ trÞ øng suÊt chÝnh t¹i ®iÓm cho tr−íc: 

  

( )

( )

σ + σ
σ = ± σ − σ + τ =

−
± − +

2 2m n
max m n mn
min

2 2

1
4

2 2

4,32 4,32 1
        = 4,32 4,32 4.2,5

2 2

  

⇒   

2
max

2
min

5kN / cm

5kN / cm

⎧σ =⎪
⎨

σ = −⎪⎩
 

Ph−¬ng chÝnh:  

 
τ

α = − = ≈
σ − σ +

mn

m n

2 2.2,5 1
tg2

4,32 4,32 3  ⇒

0
1

0
2

15

105

⎧α =⎪
⎨
α =⎪⎩

 


