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Ch−¬ng 5. Uèn ph¼ng 

I. Kh¸i niÖm vÒ uèn ph¼ng 
1. Kh¸i niÖm chung: Mét thanh chÞu uèn (gäi lμ dÇm) khi trôc cña thanh bÞ 
uèn cong d−íi t¸c dông cña 
ngo¹i lùc, vÝ dô dÇm cÇu, trôc 
b¸nh xe háa, «t«,.. H×nh 5.1 biÓu 
diÔn mét sè dÇm chÞu uèn. 
⇒ MÆt ph¼ng chøa c¸c lùc vμ 

m«men ®−îc gäi lμ mÆt ph¼ng 
t¶i träng (h×nh 5.2). 
⇒ §−êng t¶i träng lμ giao 

tuyÕn gi÷a mÆt ph¼ng t¶i träng 
vμ MCN cña thanh. 
⇒ MÆt ph¼ng qu¸n tÝnh chÝnh 

trung t©m t¹o nªn bëi trôc cña 
thanh vμ mét trôc qu¸n tÝnh 
chÝnh trung t©m cña MCN. 
⇒ Trôc cña dÇm sau khi bÞ 

uèn cong vÉn n»m trong mét 
mÆt ph¼ng qu¸n tÝnh chÝnh trung 
t©m th× sù uèn ®ã ®−îc gäi lμ uèn 
ph¼ng. 
2. Ph©n lo¹i uèn ph¼ng 
⇒ Uèn ph¼ng chia ra lμm hai lo¹i: 

uèn thuÇn tuý vμ uèn ngang ph¼ng. 
⇒ Uèn thuÇn tuý ph¼ng: Trªn 

MCN cña dÇm chØ cã mét thμnh 
phÇn  m«men uèn Mx (My)  n»m 
trong mÆt ph¼ng qu¸n tÝnh chÝnh 
trung t©m. §o¹n CD trªn h×nh 5.3 
m« t¶ dÇm chÞu uèn thuÇn tóy, v× 
trªn MCN cña ®o¹n dÇm chØ cã 
m«men uèn Mx. 
⇒ Uèn ngang ph¼ng: Trªn MCN 

cña nã cã hai thμnh phÇn néi lùc lμ lùc c¾t Qy vμ m«men uèn Mx (hoÆc Qx vμ 
My). Trªn h×nh 5.3, ®o¹n AC vμ DB chÞu uèn ngang ph¼ng v× trªn c¸c mÆt c¾t 
ngang cã c¶ lùc c¾t Qy vμ m«men uèn Mx. 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

 

H×nh 5.2 

H×nh 5.1 

H×nh 5.3 
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II. dÇm chÞu uèn ph¼ng thuÇn tuý 
1. ThÝ nghiÖm vμ c¸c gi¶ thuyÕt 
⇒ XÐt mét dÇm chÞu uèn ph¼ng thuÇn tóy nh− h×nh 5.4. 

 
H×nh 5.4 

⇒ Quan s¸t mét ®o¹n dÇm chÞu uèn ph¼ng thuÇn tuý cã MCN h×nh 
ch÷ nhËt tr−íc vμ sau khi biÕn d¹ng (h×nh 5.5). 

 
H×nh 5.5 

Tõ c¸c thÝ nghiÖm dÇm chÞu uèn ph¼ng thuÇn tuý ⇒ mét sè gi¶ thuyÕt 
⇒ Gi¶ thuyÕt vÒ MCN ph¼ng (BÐcnuli): MCN cña thanh tr−íc vμ sau 

biÕn d¹ng vÉn ph¼ng vμ vu«ng gãc víi trôc cña thanh. 
⇒ Gi¶ thuyÕt vÒ c¸c thí däc: trong suèt qu¸ tr×nh biÕn d¹ng c¸c thí 

däc lu«n song song víi nhau vμ song song víi trôc thanh. 
⇒ Ngoμi hai gi¶ thuyÕt trªn ta cßn gi¶ thuyÕt vÒ biÕn d¹ng bÐ, MCN hÇu 

nh− kh«ng bÞ biÕn d¹ng. 

2. Quan hÖ biÕn d¹ng 

⇒ Quan s¸t biÕn d¹ng cña 
dÇm chÞu uèn ph¼ng thuÇn tóy 
nh− h×nh 5.4 ta thÊy: thí trªn ab 
bÞ co l¹i, thí d−íi cd bÞ gi·n ra. 
Do ®ã ch¾c ch¾n ph¶i cã mét thí 
kh«ng co, kh«ng gi·n gäi lμ thí 
trung hoμ. C¸c thí trung hoμ t¹o 
thμnh mÆt trung hoμ (líp trung 
hoμ). Giao tuyÕn cña mÆt trung 
hoμ víi MCN gäi lμ ®−êng trung hoμ (trôc trung hßa) (h×nh 5.6). 

Tr−íc khi biÕn d¹ng Sau khi biÕn d¹ng 

H×nh 5.6 
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⇒ XÐt mét MCN nμo ®ã vμ chän 
hÖ trôc to¹ ®é nh− h×nh 5.2 víi  trôc 
Ox lμ trôc trung hoμ. Trªn MCN chØ 
cã øng suÊt ph¸p, kh«ng cã øng suÊt 
tiÕp v× theo gi¶ thuyÕt vÒ MCN 
ph¼ng vμ víi nhËn xÐt c¸c gãc 
vu«ng sau khi biÕn d¹ng vÉn gi÷ 
nguyªn, nghÜa lμ trªn mÆt c¾t cña 
ph©n tè h×nh hép ®−îc t¸ch ra nh− ë 
h×nh 5.7 kh«ng thÓ cã øng suÊt tiÕp (τ = 0). 
⇒ XÐt ®o¹n dÇm dz 

®−îc c¾t ra bëi hai mÆt 
c¾t 1-1 vμ 2-2.  

V× thí trung hoμ kh«ng 
bÞ biÕn d¹ng: 

1 2 1 2O O z O O .= Δ → = ρΔϕ  
⇒ XÐt mét thí mn (h×nh 

5.8): Tr−íc khi biÕn d¹ng 
ta cã:  

 mn z= Δ = ρΔϕ . 
 Sau khi biÕn d¹ng, ta cã: ϕΔ+ρ= )y(mn  
⇒ §é biÕn d¹ng dμi tû ®èi cña thí mn b»ng: 

 z
( y) yρ+ Δϕ−ρΔϕ

ε = =
ρΔϕ ρ     (a) 

2. øng suÊt trªn MCN 

⇒Theo ®Þnh luËt Hóc: z zEσ = ε         (b) 

⇒ Thay (a) vμo (b), ta ®−îc: z
yEσ =
ρ       (5.1) 

⇒ Trªn mäi MCN cña uèn ph¼ng thuÇn tuý thμnh phÇn lùc däc Nz = 0. Do 
®ã ta cã: 

 = σ =∫z z
F

N dF 0⇒ z
F

E
N ydF 0= =

ρ ∫  (c) 

⇒ §¼ng thøc trªn ®−îc tho¶ m·n, khi: = =∫ x
F

ydF S 0  (d) 

trong ®ã xS  lμ m«men tÜnh cña MCN ®èi víi trôc trung hoμ.  
⇒ VËy trôc trung hoμ lμ mét trôc trung t©m cña MCN.  

H×nh 5.7 

H×nh 5.8 

z

y
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Ta cã quan hÖ gi÷a m«men uèn Mx vμ øng suÊt ph¸p σz: 

 = σ = =
ρ ρ∫ ∫ 2

x z x
F F

E E
M ydF y dF J  ⇒  

x

x

M1
EJ

=
ρ  (5.2)  

So s¸nh (5.1) vμ (5.2) ta suy ra c«ng thøc øng suÊt ph¸p trªn MCN: 

 
x

z
x

M y
J

σ =         (5.3) 

3. BiÓu ®å øng suÊt ph¸p, øng suÊt kÐo vμ nÐn lín nhÊt 
⇒ T¹i mét MCN b¸n kÝnh ρ  cã trÞ sè x¸c ®Þnh, E lμ mét h»ng sè. VËy quy 

luËt ph©n bè øng suÊt ph¸p trªn MCN lμ ph¼ng nh− trªn h×nh 5.5a. Tõ c«ng 
thøc (5.2) ta thÊy øng suÊt ph¸p lμ hμm bËc nhÊt theo y vμ kh«ng phô thuéc 
vμo x, do ®ã ta chØ cÇn biÓu diÔn sù biÕn thiªn cña σz theo chiÒu cao cña 
MCN (h×nh 5.9b). Giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng øng suÊt víi MCN chÝnh lμ trôc 
trung hoμ (®−êng trung hoμ). Râ rμng øng suÊt ph¸p trªn c¸c ®−êng th¼ng 
song song víi trôc trung hoμ cã trÞ sè nh− nhau. Do ®ã ta cã thÓ vÏ biÓu ®å 
ph©n bè øng suÊt ph¸p nh− trªn h×nh 5.9b.  

 
H×nh 5.9 

⇒ σz  cã trÞ sè tuyÖt ®èi lín nhÊt t¹i c¸c ®iÓm mÐp trªn hay mÐp d−íi. 
⇒ øng suÊt kÐo vμ nÐn lín nhÊt: ta xÐt hai d¹ng mÆt c¾t sau: 
a) NÕu trôc trung hoμ lμ ®èi xøng chia ®«i chiÒu cao cña mÆt c¾t ngang, vÝ 

dô MCN lμ h×nh ch÷ nhËt, h×nh trßn, ch÷ I, ... ta cã k n
max max maxy y y= = :  

 k n
max z max min z max;   σ = σ σ = σ  

 
x x

max min max
x x

M My
J W

σ = −σ = =  (5.5) 

trong ®ã: 
x

x
max

JW
y

=  lμ m«men chèng uèn cña MCN, thø nguyªn (chiÒu dμi)3. 

b) MCN mμ ®−êng trung hoμ kh«ng chia ®Òu chiÒu cao (h×nh 5.10): 

 k n
z zmax max

σ ≠ σ  

y 

_ 

+ 
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⇒ KÝ hiÖu kho¶ng c¸ch h×nh häc (gi¸ trÞ tuyÖt ®èi) tõ ®iÓm xa nhÊt tíi 
trôc trung hoμ lμ k

maxy vμ n
maxy   

⇒ øng suÊt kÐo (nÐn) lín nhÊt:  

 σ = σ = =x xk
max z k kmax

x max x

M M

J y W
 (5.6) 

 σ = − σ = − = −x xn
min z n nmax

x max x

M M

J y W
 (5.7) 

trong ®ã, ®¹i l−îng: = =k nx x
x xk n

max max

J J
W ;  W

y y
 lμ 

m«men chèng uèn khi kÐo vμ khi nÐn cña MCN 
®èi víi trôc trung hoμ. 
⇒ M«men chèng uèn cña vμi h×nh ®¬n gi¶n: 

H×nh ch÷ nhËt: 
3 2

x
x

J 2bh bhW
h 2 12h 6

= = = ,  

H×nh trßn: 
3

3x
x

J dW 0,1d
d / 2 32

π
= = ≈ ; 

H×nh vμnh kh¨n:  ( ) ( )
3

4 3 4
x

DW 1 0,1D 1
32
π

= −η ≈ −η ;  
d
D

η =  

4. §iÒu kiÖn bÒn cña dÇm chÞu uèn ph¼ng thuÇn tóy 
⇒ DÇm lμm tõ vËt liÖu dÎo, do kh¶ n¨ng chÞu kÐo vμ nÐn nh− nhau 

( n
ch

k
ch σ=σ ), nªn [ ] [ ] [ ]k n

σ = σ = σ . 

Theo (5.5), ta cã ®iÒu kiÖn bÒn: [ ]x
z

x

Mmax
W

σ = ≤ σ   (5.13) 

⇒ DÇm lμm tõ vËt liÖu gißn, v× k n
ch chσ ≠ σ  ⇒ ph¶i viÕt 2 ®iÒu kiÖn bÒn: 

 [ ]k x
z k k

x

Mmax
W

σ = ≤ σ         (5.14);    [ ]n x
z n n

x

Mmin
W

σ = ≤ σ     (5.15) 

⇒ T×m vÞ trÝ MCN cã øng suÊt ph¸p lín nhÊt. NÕu dÇm cã MCN kh«ng 
thay ®æi vμ vËt liÖu cña dÇm lμ dÎo th× lÊy ë MCN cã m«men uèn lín nhÊt. 
Tr−êng hîp dÇm cã MCN thay ®æi ta ph¶i lÊy MCN cã øng suÊt ph¸p lín 
nhÊt. Tr−êng hîp dÇm lμm b»ng vËt liÖu gißn ta ph¶i t×m MCN tho¶ m·n c¸c 
biÓu thøc (5.14), (5.15) (kÐo - nÐn). 
5. H×nh d¹ng hîp lý cña MCN 

H×nh d¹ng hîp lý cña MCN lμ h×nh d¸ng sao cho víi cïng mét t¶i träng 
cho tr−íc th× dÇm cÊu t¹o tèn Ýt vËt liÖu nhÊt hoÆc cïng khèi l−îng vËt liÖu, 
kh¶ n¨ng chÞu lùc cña dÇm lμ lín nhÊt. 

H×nh 5.10 
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⇒ NÕu dÇm lμm b»ng vËt liÖu dÎo th× MCN ph¶i ®èi xøng qua ®−êng trung 
hoμ, v× [ ] [ ]k n

σ = σ  nªn k n
max maxy y= . 

⇒ NÕu dÇm lμm b»ng vËt liÖu gißn th× MCN ph¶i tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: 

 
[ ]
[ ]

k
max k
n
max n

y

y
σ

=
σ

 

§èi víi vËt liÖu gißn [ ] [ ]k n
σ < σ  do ®ã k n

max maxy y< . 

Nh− vËy ®èi víi dÇm lμm b»ng vËt liÖu gißn th× MCN hîp lý cã d¹ng 
kh«ng ®èi xøng qua trôc trung hßa, ch¼ng h¹n MCN ch÷ T, h×nh tam gi¸c, … 
⇒ Bè trÝ mÆt c¾t ngang: Qua biÓu ®å øng suÊt ph¸p trªn MCN cña dÇm 

chÞu uèn nh− trªn h×nh 5.9 ta thÊy ë 
nh÷ng ®iÓm cμng gÇn trôc trung hßa 
th× øng suÊt ph¸p cμng nhá, nghÜa lμ 
t¹i nh÷ng chç ®ã vËt liÖu chÞu t¶i rÊt 
Ýt. §Ó tËn dông kh¶ n¨ng lμm viÖc 
cña vËt liÖu ng−êi ta th−êng bè trÝ 
MCN ch÷ T, I, [, … Ngoμi ra viÖc bè 
trÝ ®Þnh h−íng mÆt c¾t ®èi víi mÆt 
ph¼ng t¶i träng còng cã ý nghÜa rÊt 
lín. VÝ dô MCN ch÷ I bè trÝ lμm sao 
trôc trung hßa trïng víi mét trôc (x 
ch¼ng h¹n) mμ ®èi víi trôc ®ã Jx = Jmax (h×nh 5.11). 

⇒ §iÒu kiÖn dÇm cã ®é bÒn ®Òu: 
k n

z max z maxσ = σ  
 

III. dÇm chÞu Uèn ngang ph¼ng 

1. §Þnh nghÜa 

⇒ DÇm chÞu uèn ngang ph¼ng khi trªn MCN cña dÇm ngoμi thμnh 
phÇn m«men uèn M cßn cã thμnh phÇn lùc c¾t Q. C¸c thμnh phÇn ®ã 
n»m trong mÆt ph¼ng ®èi xøng cña dÇm. 

 
H×nh 5.12 

H×nh 5.11. Bè trÝ MCN 
a) kh«ng hîp lý;  b) hîp lý 
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Víi dÇm chÞu uèn ngang ph¼ng: thμnh phÇn øng suÊt ph¸p do m«men 
uèn vμ øng suÊt tiÕp do lùc c¾t g©y ra. H×nh 5.12 m« t¶ hiÖn t−îng uèn 
ngang (trôc bÞ uèn cong), lμm cho c¸c MCN ban ®Çu kh«ng cßn ph¼ng 
n÷a mμ bÞ vªnh ®i trong qu¸ tr×nh biÕn d¹ng. §iÒu nμy chøng tá trªn 
MCN cña dÇm ®· xuÊt hiÖn øng suÊt tiÕp. 

1. øng suÊt ph¸p 
Trong uèn ph¼ng, lùc c¾t ⇒ øng suÊt tiÕp. C¸c øng suÊt tiÕp ph©n bè theo 

chiÒu cao mÆt c¾t kh«ng ®Òu. Do ¶nh h−ëng ®ã, c¸c biÕn d¹ng gãc còng cã 
trÞ sè thay ®æi theo chiÒu cao cña MCN lμm cho mÆt c¾t sau khi bÞ uèn kh«ng 
cßn ph¼ng n÷a mμ h¬i bÞ vªnh theo ch÷ S (h×nh 5.13). 
NÕu lùc c¾t b»ng h»ng sè th× MCN ®Òu vªnh nh− nhau 
⇒ sù vªnh kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn ®é d·n hoÆc ®é co 
⇒ c«ng thøc tÝnh øng suÊt ph¸p (5.2) vÉn cßn ®óng 

trong tr−êng hîp uèn ngang ph¼ng:
x

z
x

M y
J

σ =  . 

2. øng suÊt tiÕp 
⇒ XÐt MCN h×nh ch÷ nhËt: øng suÊt tiÕp trªn MCN lμ τzx vμ τzy (h×nh 

5.14a). Theo ®Þnh luËt ®èi øng øng suÊt tiÕp (mÆt ngoμi dÇm kh«ng chÞu 
ngo¹i lùc theo ph−¬ng z) ⇒ τzx =0, cã nghÜa t¹i ®iÓm xÐt cã τ = τzy.  

 
Tõ lý thuyÕt ®μn håi (gi¶ thuyÕt Jurapxki) ta cã: tÊt c¶ c¸c øng suÊt tiÕp 

trªn MCN ®Òu // víi lùc c¾t vμ øng suÊt tiÕp ph©n bè ®Òu theo chiÒu réng 
cña MCN. 
⇒ T¸ch tõ dÇm mét ®o¹n cã chiÒu dμi dz (h×nh 5.14b, c), sau ®ã b»ng 

mÆt c¾t ABCD song song vμ c¸ch mÆt ph¼ng Oxz mét kho¶ng y chia ®o¹n 
thanh nμy thμnh hai phÇn vμ xÐt phÇn kh«ng chøa gèc O (ABCDEFGH). 
⇒ Gäi 

1
σz vμ 

2
σz lμ øng suÊt ph¸p trªn c¸c mÆt c¾t 1−1 vμ 2−2, b(y) = AB vμ 

x 

y 

Qy 

τzy 

τzx 

τtp 

a) b) c)

H×nh 5.14

H×nh 5.13
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cF  lμ diÖn tÝch cña mÆt c¾t ABEF, bc chiÒu réng cña phÇn diÖn tÝch ®ã t¹i 
®iÓm c¸ch trôc trung hoμ y. Cã thÓ thÊy: 

 1 2
;   +

σ = σ =x x x
z z

x x

M M dMy y
J J  (a) 

⇒ XÐt sù c©n b»ng ph©n tè phÇn d−íi, ta cã: 

 1 2

c c

z z z yz c
F F

F dF dF b .dz 0= σ − σ + τ =∑ ∫ ∫ .  (b) 

⇒ Thay (a) vμo (b) vμ chó ý r»ng =x
y

dM
Q

dz
, ta cã: 

 τ = τ = ∫
c

y
zy yz c

xF

Q .y
dF

J b   

⇒ 
.

τ = =∫
c

c
y y x

zy c c
x xF

Q Q S
ydF

J b J b  (5.16) 

trong ®ã ( )c
xS y  lμ m«men tÜnh cña diÖn tÝch Fc ®èi víi trôc trung hoμ x.Víi 

mÆt c¾t lμ d¶i ch÷ nhËt hÑp: 

 c
c
x FS ξ=    (5.17) 

ξ - to¹ ®é träng t©m phÇn tiÕt diÖn bÞ c¾t ®èi víi trôc trung hoμ. 
⇒ C«ng thøc (5.16) ®−îc gäi lμ c«ng thøc Juravxki (1855).  

3. øng suÊt tiÕp cña mét sè mÆt c¾t ®¬n gi¶n 
a) MCN h×nh ch÷ nhËt (h×nh 5.15): Ta cã: 

2 3
c 2 c
x x

b h bhS y ;J ;b b
2 4 12
⎛ ⎞

= − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

⇒ 

2
y

zy

3Q 4y1
2bh h

⎛ ⎞
τ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

⇒ BiÓu ®å ph©n bè øng suÊt tiÕp trªn 
MCN (h×nh 5.15): 

⇒ maxτ  t¹i c¸c ®iÓm trªn trôc trung 
hoμ: 

  
y y

max

3Q 3Q
2bh 2F

τ = =   (6.18) 

b) MCN h×nh trßn 

H×nh 5.15 
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( )
4 3 2c 2 2 c 2 2

x x
R 2J ;   b 2 R y ;   S R y
4 3

⎫π
= = − = − ⎬

⎭
 ⇒ ( )y 2 2

zy 4

4Q
R y

3 R
τ = −

π  

⇒ BiÓu ®å ph©n bè øng suÊt tiÕp 
trªn MCN cho trªn h×nh 5.16: 

 
y y

max 2

4Q Q4
3 R 3 F

τ = =
π        (5.19) 

c) MCN ch÷ I (h×nh 5.17):  
2

y x
zy

x

Q S dy / 2
J .d

⎡ ⎤−⎣ ⎦τ =   

⇒ 
y xmax

zy
x

Q S
J .d

τ =  

(
c
x x

yS S d.y.
2

= −  víi Sx lμ m«men tÜnh 

mét nöa ch÷ I) 

⇒ T¹i ®iÓm K: 

2

y x

1
x

d hQ S t
2 2

J .d

⎡ ⎤⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦τ = .  

⇒ T¹i ®iÓm ë ®Õ I: 

2

y x

2
x

d hQ S t
2 2

J .b

⎡ ⎤⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦τ =  

⇒ Do d<b nªn τ1 > τ2 nªn khi kiÓm tra bÒn chØ chó ý ®Õn max
zyτ  vμ τ1. 

4. §iÒu kiÖn bÒn cña dÇm chÞu uèn ngang ph¼ng 
⇒ §èi víi dÇm chÞu uèn ngang ph¼ng, viÖc t×m vÞ trÝ ®iÓm nguy hiÓm vμ 

viÕt ®iÒu kiÖn bÒn cã phøc t¹p h¬n. Dùa vμo biÓu ®å ph©n bè øng suÊt ph¸p 
vμ tiÕp, däc theo chiÒu cao ta thÊy trªn h×nh 5.18a.  

 
H×nh 5.18 

H×nh 5.16 

bc

H×nh 5.17 
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• Tr¹ng th¸i øng suÊt ®¬n ë c¸c ®iÓm ngoμi mÐp xa trôc trung hoμ nhÊt - 
®iÓm A (C): 

⇒ §iÒu kiÖn ®èi víi vËt dÎo: [ ]x
z

x

Mmax
W

σ = ≤ σ         (5.20) 

⇒ VËt liÖu gißn: [ ]k x
z k k

x

Mmax
W

σ = ≤ σ ; [ ]n x
z n n

x

Mmax
W

σ = ≤ σ  (5.21) 

• Tr¹ng th¸i øng suÊt tr−ît thuÇn tóy ë nh÷ng ®iÓm trªn trôc trung hoμ - 
®iÓm O (h×nh 5.18b):  

 [ ]max τ ≤ τ    (5.22) 

• Tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng ®Æc biÖt: ®iÓm nguy hiÓn (®iÓm B) lμ nh÷ng 
®iÓm n»m gi÷a trôc trung hßa vμ mÐp ngoμi cïng cña MCN, nªn ®iÓm nguy 
hiÓm trªn mÆt c¾t ph¶i chän sao cho c¶ σ vμ τ cïng ®ång thêi lín. VÝ dô 
MCN ch÷ I th× ®iÓm nguy hiÓm lμ ®iÓm tiÕp gi¸p gi÷a lßng vμ ®Õ. 

MÆt c¾t nguy hiÓm: dùa vμo biÓu ®å lùc c¾t (Qy) vμ m«men uèn (Mx), ta 
ph¶i chän mét hoÆc mét sè mÆt c¾t cã Mx vμ Qy cïng ®ång thêi lín. 

§iÒu kiÖn bÒn: ®−a vÒ øng suÊt t−¬ng ®−¬ng σt®: max σt® ≤ [σ] (5.23) 
⇒ VÝ dô theo thuyÕt bÒn øng suÊt tiÕp lín nhÊt, øng suÊt tÝnh to¸n t−¬ng 

®−¬ng t¹i ®iÓm B, cã d¹ng: 2 2
td(B) z(B) zy(B)4σ = σ + τ        (5.24) 

5. C¸c d¹ng bμi to¸n c¬ b¶n: 
⇒ Bμi to¸n kiÓm tra bÒn: kiÓm tra c¶ ba lo¹i tr¹ng th¸i øng suÊt nh− trªn.  
⇒ X¸c ®Þnh t¶i träng cho phÐp. 
⇒ Chän kÝch th−íc cña MCN  
Tr×nh tù khi chän kÝch th−íc MCN hoÆc x¸c ®Þnh t¶i träng cho phÐp: ®Çu 

tiªn ta xuÊt ph¸t tõ ®iÒu kiÖn bÒn cña ph©n tè ë tr¹ng th¸i øng suÊt ®¬n (®iÓm 
A hoÆc C) theo c«ng thøc (5.20), (5.21) ®Ó chän s¬ bé t¶i träng hoÆc kÝch 
th−íc MCN. Sau ®ã ta kiÓm tra ®iÒu kiÖn bÒn ®èi víi c¸c ph©n tè cßn l¹i 
(tr−ît thuÇn tóy vμ tr¹ng th¸i øng suÊt ph¼ng ®Æc biÖt).  

6. §iÒu kiÖn cøng cña dÇm chÞu uèn ph¼ng 
⇒ Khi chÕ t¹o c¸c bé phËn cña c«ng tr×nh (cÇu, dÇm chÞu lùc cña c¸c toμ 

nhμ, …) ⇒ cÇn kiÓm tra xem biÕn d¹ng lín nhÊt cña kÕt cÊu kh«ng ®−îc 
v−ît qu¸ gi¸ trÞ cho phÐp ®−îc quy ®Þnh bëi yªu cÇu cña thiÕt kÕ.  

⇒ BiÕn d¹ng lín nhÊt ®ã lμ: [ ]maxy f≤
l ;   [ ]maxϕ

≤ θ
l  

trong ®ã ymax; ϕmax lμ ®é vâng vμ gãc xoay lín nhÊt cña dÇm; l lμ chiÒu dμi 
cña dÇm. [f] lμ gi¸ trÞ cho phÐp cña ®é vâng trªn mét ®¬n vÞ dμi. [θ] lμ gi¸ trÞ 
cho phÐp cña gãc xoay trªn mét ®¬n vÞ dμi. 
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7. VÝ dô ¸p dông 
VÝ dô 5.1: Mét dÇm b»ng vËt liÖu cã øng suÊt ph¸p cho phÐp khi kÐo 

[ ] 2
k

3,5kN / cmσ = vμ nÐn [ ] 2
n

11kN / cmσ = , chÞu lùc nh− trªn h×nh 5.19a.  
KiÓm tra ®é bÒn cña dÇm. 

 
H×nh 5.19 

Bμi gi¶i: Tr×nh tù c¸c b−íc thùc hiÖn 
- VÏ biÓu ®å m«men uèn, cho trÞ sè maxMx = 4,5kN.m 
- T×m c¸c ®Æc tr−ng cÇn thiÕt cña MCN (h×nh 5.19c), ta ®−îc c¸c trÞ sè: 

 4
xJ 370cm= ; 

k n
max maxy 2,67cm; y 7,33cm= =  

- TÝnh c¸c gi¸ trÞ 
k n
z zmax ;maxσ σ : 

 

[ ]

[ ]

k k 2x
z A max k

x

n n 2x
z B max n

x

Mmax y 3,25kN / cm ;
J

Mmax y 8,92kN / cm
J

σ = σ = = ≤ σ

σ = σ = = ≤ σ
 VËy dÇm ®ñ bÒn. 

VÝ dô 5.2: Cho dÇm chÞu lùc nh− trªn h×nh 5.20. Chän ®−êng kÝnh cña dÇm 
cho hai tr−êng hîp: dÇm cã MCN kh«ng ®æi, dÇm cã ba bËc nh− h×nh 5.21. 
BiÕt l=80 cm, P=5kN, [ ] 216kN / cmσ = , [ ] 28kN / cmτ = . 

            

16

H×nh 5.21 H×nh 5.20 

+ 

+ 



 104

Bμi gi¶i 
- DÇm cã MCN kh«ng ®æi. Theo ®iÒu kiÖn bÒn c¬ b¶n (5.13), ta cã: 
 [ ]3

x max0,1d M /≥ σ  

trong ®ã: 2
x maxM 5.80 / 4 10 kN.cm= =  ⇒  ( )23d 10 / 0,1.16 4cm≥ =  

- DÇm ba bËc (h×nh 5.21). TrÞ sè d1, d2 ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (5.20) 
§èi víi ®o¹n gi÷a: 2

xmax M 10 kNcm=  
§èi víi ®o¹n hai ®Çu: xM 30.P / 2 30.5 / 2 75kNcm= = =  
Tõ ®iÒu kiÖn bÒn c¬ b¶n (5.13), ta cã:  

 
2

3 3
1 1 2 2

10 750,1d d 4cm; 0,1.d d 3,6cm
16 16

≥ → = ≥ → =  

Víi kÝch th−íc ®· chän dÇm lμm viÖc ®ñ bÒn. 

IV. ChuyÓn vÞ cña dÇm chÞu uèn  
1. §−êng ®μn håi, ®é vâng vμ gãc xoay 
⇒ Khi dÇm chÞu uèn 

ph¼ng, trôc cña dÇm bÞ 
uèn cong gäi lμ ®−êng 
®μn håi (h×nh 5.22).  
⇒ ChuyÓn vÞ ®øng 

cña MCN t¹i K gäi lμ ®é 
vâng y(z) cña dÇm.  
⇒Gãc lËp bëi tiÕp tuyÕn víi ®−êng ®μn håi t¹i ®iÓm K’ vμ trôc cña dÇm 

tr−íc khi biÕn d¹ng gäi lμ gãc xoay ϕ(z). 
2. Ph−¬ng tr×nh vi ph©n gÇn ®óng cña ®−êng ®μn håi  
⇒ Tõ (5.2) ta cã b¸n kÝnh cong ρ cña ®−êng ®μn håi ®−îc x¸c ®Þnh bëi 

c«ng thøc: 

 
x

x

M1
EJ

=
ρ  (a) 

⇒ MÆt kh¸c ta cã:  

 ( )3/ 22

1 y

1 y

′′
= ±

ρ ′+
 (b) 

⇒ Tõ (a) vμ (b) suy 

ra: ( ) x

x

My z
EJ

′′ = −  (5.28) 

⇒ DÊu “-” do m« men uèn ( 02 ≈′y  do biÕn d¹ng lμ v« cïng bÐ) vμ ®é låi 
(lâm) cña dÇm lμ tr¸i dÊu nhau (h×nh 5.23). 

H×nh 5.22 

H×nh 5.23 
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3. Ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n kh«ng ®Þnh h¹n  
⇒ Muèn tÝnh gãc xoay vμ ®é vâng t¹i mÆt c¾t bÊt kú cña dÇm, ta lÇn l−ît 

tÝch ph©n ph−¬ng tr×nh (5.28) hai lÇn: 

 ( ) ( ) x
1

x

My z z dz C
EJ

′ = ϕ = − +∫  (5.29) 

 ( ) x
1 2

x

My z dz dz C z C
EJ

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  (5.30) 

⇒ C¸c h»ng sè tÝch ph©n C1 vμ C2 x¸c ®Þnh tõ c¸c ®iÒu kiÖn biªn t¹i c¸c 
mÆt c¾t ®Æt liªn kÕt vμ ®iÒu kiÖn liªn tôc cña ®é vâng vμ gãc xoay t¹i vÞ trÝ 
tiÕp gi¸p gi÷a c¸c ®o¹n dÇm. 

VÝ dô 5.3: XÐt dÇm c«ng-x«n chÞu 
m«men uèn M0 t¹i ®Çu tù do (h×nh 5.24), 
biÕt ®é cøng cña dÇm EJx = const. TÝnh ®é 
vâng vμ gãc xoay t¹i ®iÓm A. 

Bμi gi¶i: XÐt mÆt c¾t 1-1, ta cã: Mx = M0 
Thay vμo (5.28) vμ tÝch ph©n lÇn l−ît hai 

lÇn ta ®−îc: 

 
0

x

My
EJ

′′ = − ;  0
1

x

My z C
EJ

′ = − +  ;  
20

1 2
x

My .z C z C
2EJ

= − + +  

§iÒu kiÖn biªn: 
( )
( )

⎧ = ⎧⎪= ⇒ = = −⎨ ⎨
′ = ⎩⎪⎩

2
0 0

1 2
x x

y 0 M M
z : C ;  C

EJ 2EJy 0

l l l
l

l
 

VËy ®é vâng, gãc xoay t¹i A lμ: ( )
2

0

x

My
2EJ

= −
l0 ;  ( )′ϕ = = 0

A
x

M
y

EJ

l
0  

DÊu “-” chøng tá ®iÓm A chuyÓn vÞ lªn trªn, ng−îc chiÒu d−¬ng cña trôc y. 
Gãc xoay t¹i A quay ng−îc chiÒu kim ®ång hå. 

4. Ph−¬ng ph¸p t¶i träng gi¶ t¹o (ph−¬ng ph¸p ®å to¸n) 
⇒ Liên hệ vi phân giữa nội lực và ngoại lực như sau:  

 

2
yx

2

dQ (z)d M (z)
q(z)

dz dz
= =      

⇒ Còn đối với phương trình đường đàn hồi, ta có phương trình vi phân: 

 
2 2

x x
2 2

x x

M Md y d y dy
dz EJ dz dz EJ

′
= − ⇒ = = −  

⇒ Ta có sự tương đương nhau, do vậy nếu tạo ra một tải trọng giả tạo 
x

gt
x

Mq
EJ

= − , bằng phương pháp mặt cắt xác định được Qgt và Mgt trên dầm giả  

H×nh 5.24 
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tạo. Giá trị đó chính là độ võng và góc xoay trên dầm thực tương ứng. 
⇒ Điều kiện liên kết của dầm giả tạo và dầm thực phải có mối tương quan 

sao cho giá trị Qgt và Mgt trên dầm giả tạo phải đúng bằng giá trị độ võng và 
góc xoay trên dầm thực tương ứng (bảng 5.1). 

Bảng 5.1. Dầm thực và dầm giả tạo tương ứng 

 
⇒ Trình tự giải bài toán bằng phương pháp tải trọng giả tạo : 
- Vẽ biểu đồ mômen uốn Mx cho trên dầm thực. 
- Vẽ dầm giả tạo với các liên kết phù hợp với điều kiện độ võng, góc 

xoay tương ứng trên dầm thực 
- Đặt biểu đồ Mx lên dầm giả tạo, nhưng chú ý là tung độ bằng Mx/EJx, 

chiều mũi tên của tải trọng giả tạo hướng về phía thớ căng của dầm 

thực (do đó thoả mãn x
gt

x

Mq
EJ

= − ) 

- Xác định Qgt và Mgt ⇒ độ võng và góc xoay của dầm thực. 
⇒ Ðể tiện lợi trong quá trình tính toán sau này, chúng ta xác định trước 

diện tích và hoành độ trọng tâm của một số biểu đồ (bảng 5.2). 
Bảng 5.2 - diện tích và hoành độ trọng tâm của một số hình thường gặp 
 

Bậc 2:  
1 h
3

Ω = l ; 1
1z
4

= l  2
3z
4

= l   

Bậc n: 
1 h

n 1
Ω =

+
l ; 1

1z
n 2

=
+

l ; 2
n 1z
n 2
+

=
+

l  

 
Bậc 2: 

2 h
3

Ω = l ; 1
3z
8

= l  2
5z
8

= l  

Bậc n: 
n h

n 1
Ω =

+
l ; 1

n 1z
3n 2
+

=
+

l ; 2
3n 1z
n 2
+

=
+

l  

l 

z2 z1 

h 

l 

z2z1 

h 
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 Ví dụ 5.4: Xác định độ võng và góc xoay tại đầu mút D của dầm chịu lực 
như hình 5.25a. Biết độ cứng EJx = const. 

 
H×nh 5.25 

Giải: Biểu đồ momen uốn Mx của dầm được vẽ trên hình 5.25b và được 
phân tích như hình 5.25c. Dầm và lực phân bố giả tạo được vẽ ở hình 5.25d. 
Ta chia dầm đơn giản như ở hình 5.25e và 5.25f. 

Phản lực tại A và B của dầm giữa là : 

 
4 2

A B
x x

216.6 .18.6 10 12.103Y Y .
2 EJ EJ

−
= = =  

Chiều của YA, YB như trên hình 5.25e. Tại B trên đoạn dầm BD chịu một 
lực giả tạo tập trung cùng trị số nhưng ngược chiều với YB. Độ võng và góc 
xoay tại D:  

 
4 4 4

D
D D gt

x x x

12.10 16.10 .2 28.10y Q
EJ 2EJ EJ

′ = ϕ = = + =  (rad) 

 

4 4 4
D

D gt
x x

12.10 1 16.10 2 136.10y M .2 . .2. .2 (m)
EJ 2 EJ 3 3EJ

= = + =  

 
V. BÀI TOÁN SIÊU TĨNH  
⇒ Cũng như trong các bài toán về kéo, nén và xoắn, ở đây ta cũng gặp 

những bài toán siêu tĩnh về uốn ⇒ cần phải thiết lập thêm phương trình bổ 
sung từ điều kiện biến dạng của kết cấu. Kết hợp các phương trình cân bằng 
và phương trình điều kiện biến dạng ta có thể xác định được tất cả các thành 
phần phản lực liên kết và nội lực.  


