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CHƯƠNG 5. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN CỦA CƠ HỆ  
 

I. CƠ HỆ TỰ DO VÀ CƠ HỆ KHÔNG TỰ DO 
1. Định nghĩa 
⇒ Hệ cơ học các chất điểm gọi tắt là cơ hệ. Cơ hệ là một tập hợp các chất 
điểm có vị trí và chuyển động phụ thuộc vào nhau. 
⇒ Nếu giữa các chất điểm chỉ có quan hệ thuần túy về lực, ta có cơ hệ tự do 
(ví dụ hệ mặt trời), nếu giữa chúng còn có cả quan hệ về cấu hình (hay về động 
hình học) không phụ thuộc vào lực tác dụng ta có cơ hệ không tự do (ví dụ cơ 
cấu tay quay con trượt là một cơ hệ không tự do vì nó có cấu hình biến đổi). 
⇒ Ta thường gặp các vật rắn liên quan với nhau vì vậy cũng cần tới khái niệm 
vật tự do và không tự do. 
2. VËt r¾n tù do, vËt liªn kÕt vμ chÞu liªn kÕt 

VËt kh«ng bÞ rμng buéc víi c¸c vËt kh¸c vμ cã thÓ 
di chuyÓn trong kh«ng gian gäi lμ vËt r¾n tù do. 
Ng−îc l¹i nh÷ng vËt bÞ rμng buéc víi c¸c vËt kh¸c 
vμ kh«ng thÓ di chuyÓn tù do ®−îc gäi lμ vËt r¾n 
kh«ng tù do hay gäi lμ vËt chÞu liªn kÕt, cßn c¸c vËt 
rμng buéc gäi lμ vËt liªn kÕt. 

VÝ dô: D©y treo, b¶n lÒ, thanh nèi, mÆt tùa, ... VËt 
(S) ®Æt trªn mÆt bμn, bÞ mÆt bμn c¶n trë dÞch chuyÓn, 
®−îc gäi lμ vËt chÞu liªn kÕt (h×nh 5-1). MÆt bμn ®−îc gäi lμ vËt liªn kÕt. 

3. Liªn kÕt vμ ph¶n lùc liªn kÕt  
VËt (S) t¸c dông lªn mÆt bμn mét ¸p lùc Q

r
 (h×nh 5-1). MÆt bμn liªn kÕt t¸c 

dông trë l¹i vËt (S) lùc N
r

 gäi lμ ph¶n lùc liªn kÕt, nã ®Æt lªn (S) cã h−íng ng−îc 
l¹i vμ cã cïng c−êng ®é N=Q. C¸c lùc kh«ng ph¶i lμ ph¶n lùc liªn kÕt ®−îc gäi 
lμ c¸c lùc ho¹t ®éng. 

a) Liªn kÕt tùa: hai vËt tùa trùc tiÕp lªn nhau, chç tiÕp xóc lμ bÒ mÆt hoÆc ®−êng 
hoÆc ®iÓm. Ph¶n lùc tùa cã ph−¬ng vu«ng gãc víi mÆt tùa (hoÆc ®−êng tùa)  
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b) Liªn kÕt d©y mÒm: d©y mÒm, kh«ng d·n, bÞ kÐo c¨ng. Ph¶n lùc cña d©y t¸c 
dông lªn vËt kh¶o s¸t ®Æt vμo ®iÓm buéc d©y vμ h−íng vμo d©y. Ph¶n lùc cña 
vËt r¾n t¸c dông lªn d©y gäi lμ søc c¨ng cña d©y, ký hiÖu lμ T

r
. Søc c¨ng cña d©y 

h−íng däc d©y vμ h−íng ra ®èi víi mÆt c¾t d©y (h×nh 5-3). 

    
c) Liªn kÕt b¶n lÒ: hai vËt cã liªn kÕt b¶n lÒ khi chóng cã trôc (chèt) chung, cã 
thÓ quay ®èi víi nhau. Trong tr−êng hîp nμy hai vËt tùa vμo nhau theo ®−êng, 
nh−ng ®iÓm tùa ch−a x¸c ®Þnh. Ph¶n lùc liªn kÕt R

r
 ®i qua t©m cña trôc vμ cã 

ph−¬ng, chiÒu ch−a x¸c ®Þnh. Ph¶n lùc ®−îc ph©n ra thμnh hai thμnh phÇn 
vu«ng gãc víi nhau ( x yR R⊥

r r
) (h×nh 5-4). 

- Liªn kÕt gèi: dïng ®Ó ®ì c¸c dÇm, 
khung,… Cã lo¹i gèi cè ®Þnh vμ gèi con 
l¨n. Ph¶n lùc liªn kÕt cña gèi cè ®Þnh 
®−îc x¸c ®Þnh nh− liªn kÕt b¶n lÒ, cßn 
ph¶n lùc liªn kÕt cña gèi con l¨n ®−îc 
t×m theo quy t¾c cña ph¶n lùc liªn kÕt tùa (h×nh 5-5).  

- Liªn kÕt gèi cÇu: ®−îc thùc hiÖn nhê mét qu¶ cÇu 
g¾n vμo ®Çu mét vËt g©y liªn kÕt  xoay ®−îc trong 
mét hèc h×nh cÇu. Ph¶n lùc gèi cÇu R

r
 ®i qua t©m qu¶ 

cÇu vμ cã ph−¬ng chiÒu ch−a x¸c ®Þnh. Th−êng ph¶n 
lùc R

r
 ®−îc ph©n thμnh ba thμnh phÇn vu«ng gãc 

( x y zR ,R ,R
r r r

) (h×nh 5-6).  

d) Liªn kÕt ngμm: lμ liªn kÕt khi vËt ®−îc nèi cøng 
vμo mét vËt kh¸c (vÝ dô, hμn). Trong tr−êng 
hîp ngμm ph¼ng, ph¶n lùc liªn kÕt gåm hai 
lùc th¼ng gãc víi nhau vμ mét ngÉu lùc n»m 
trong mÆt ph¼ng chøa hai lùc (h×nh 5-7a). 

§èi víi ngμm kh«ng gian, ph¶n lùc liªn 
kÕt gåm ba thμnh phÇn lùc vu«ng gãc víi 
nhau (däc theo ba trôc to¹ ®é) vμ ba thμnh 
phÇn ngÉu lùc trong ba mÆt ph¼ng to¹ ®é 
(h×nh 5-7b).  
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e) Liªn kÕt thanh: hai vËt ®−îc nèi víi nhau b»ng 
thanh cøng (cã thÓ lμ th¼ng hoÆc cong) tho¶ m·n 
®iÒu kiÖn sau: chØ cã lùc t¸c dông ë hai ®Çu, cßn 
däc thanh kh«ng cã lùc t¸c dông vμ träng l−îng 
thanh ®−îc bá qua (vÝ dô, c¸c thanh kh«ng träng 
l−îng, liªn kÕt b»ng liªn kÕt trô hoÆc cÇu). Ph¶n 
lùc liªn kÕt cã ph−¬ng qua hai ®iÓm chÞu lùc 
(h×nh 5-8). 

4. Gi¶i phãng liªn kÕt 
Mét vËt r¾n kh«ng tù do c©n 

b»ng cã thÓ xem lμ mét vËt r¾n 
tù do c©n b»ng nÕu ta bá ®i c¸c 
liªn kÕt vμ thay vμo ®ã c¸c 
thμnh phÇn ph¶n lùc liªn kÕt 
t−¬ng øng. Trong tr−êng hîp 
nμy hÖ lùc c©n b»ng t¸c dông 
lªn vËt r¾n bao gåm c¶ lùc chñ 
®éng vμ ph¶n lùc liªn kÕt (h×nh 5-9). 

II. MÔMEN KHỐI LƯỢNG 
1. Các định nghĩa 
⇒ Xét cơ hệ gồm n chất điểm, mỗi chất điểm thứ K nào đó có tọa độ và khối 
lượng là xK, yK, zK và mK.  
⇒ Mômen khối lượng cấp m=α+β+γ được định nghĩa như sau: “Biểu thức 

n

K K K K
K 1

m x y zα β γ

=
∑ đối với chất điểm rời rạc, 

M

x y z dmα β γ∫  đối với hệ chất điểm liên 

tục gọi là mômen khối lượng cấp m=α+β+γ của cơ hệ đối với hệ tọa độ Oxyz.” 

2. Mômen khối lượng cấp 0. 
⇒ Khi α=β=γ=0, ta có mômen khối lượng cấp 0, khi đó:  

n

K
K 1

m M
=

=∑
M

dm M=∫  gọi là khối lượng của cơ hệ. 

3. Mômen khối lượng cấp 1 

⇒ Nếu cho α=1, β=γ=0 ta có 
n

K K (yz)
K 1

m x S
=

=∑ hay (yz)
M

x.dm S=∫ gọi là mômen 

khối lượng cấp một của hệ đối với mặt phẳng tọa độ yz. 
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⇒ Tương tự ta có mômen khối lượng cấp một khác S(zx) và S(xy). 

⇒ Vị trí của khối tâm C: (yz) (zx) (xy)
C C C

S S S
x , y ,z

M M M
= = =  

4. Mômen khối lượng cấp 2: 

⇒ Nếu cho α=2, β=γ=0 ta có 
n

2
K K (yz)

K 1

m x J
=

=∑ hay (yz)
M

x.dm S=∫ gọi là mômen 

khối lượng cấp hai (mômen quán tính) của hệ đối với mặt phẳng tọa độ yz. 
⇒ Tương tự ta có mômen khối lượng cấp hai khác J(zx) và J(xy). 

⇒ Đại lượng ( )
n n

2 2 2 2
K K K K K K O

K 1 K 1

m x y z m r J
= =

+ + = =∑ ∑  gọi là mômen khối lượng 

cấp 2 đối với điểm O (mômen quán tính độc cưc). 

⇒ Đại lượng 
n

K K K xy
K 1

m x y J
=

=∑  hay xy
M

xy.dm J=∫  gọi là mômen khối lượng 

hỗn hợp (mômen quán tính ly tâm). 

II. MÔMEN DIỆN TÍCH 
1. M«men diÖn tÝch cÊp 1 (m«men tÜnh cña mÆt c¾t ngang) 

⇒ H×nh ph¼ng F n»m trong mÆt ph¼ng 
to¹ ®é Oxy (h×nh 5.10).  

⇒ Ng−êi ta gäi tÝch ph©n:  

 
m n

F

x y dF∫   (5.1) 

lμ m«men diÖn tÝch hçn hîp cÊp (m+n) cña 
h×nh ph¼ng F ®èi víi hÖ Oxy. 

⇒ Khi m = 0, n = 1 tÝch ph©n (5.1) cã 
d¹ng: 

 = ∫x
F

S ydF        (m3) (5.2) 

⇒ Khi m = 1, n = 0 tÝch ph©n (5.1) cã d¹ng: = ∫y
F

S xdF            (m3)  (5.3) 

⇒ Sx vμ Sy ®−îc gäi lμ m«men diÖn tÝch cÊp mét hay m«men tÜnh cña h×nh 
ph¼ng ®èi víi trôc x vμ trôc y. 

H×nh 5.10 
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⇒ Khi SX = SY = 0 th× trôc X, Y ®−îc 
gäi lμ trôc trung t©m. Giao ®iÓm cña hai 
trôc trung t©m lμ träng t©m cña h×nh 
ph¼ng. (h×nh 5.11). 

⇒ C«ng thøc x¸c ®Þnh to¹ ®é cña träng 
t©m C còng t−¬ng tù nh− c«ng thøc x¸c 
®Þnh to¹ ®é cña khèi t©m: 

 
y

C

S
x

F
= ;   

 
x

C

S
y

F
=  (5.4) 

⇒ NÕu diÖn tÝch F bao gåm nhiÒu diÖn tÝch ®¬n gi¶n Fi: 

 
==
∑

n

i i
i 1

C

x F
x

F ;  

 
==
∑

n

i i
i 1

C

y F
y

F   (5.5) 

trong ®ã xi, yi lμ to¹ ®é träng t©m cña diÖn tÝch Fi. 

2. M«men diÖn tÝch cÊp 2 (m«men qu¸n tÝnh) 
⇒ Khi m = n = 1, tÝch ph©n (5.1) cã d¹ng: 

 xy
F

J xydF= ∫                      (m4) (5.6) 

®−îc gäi lμ m«men diÖn tÝch hçn hîp cÊp hai, hay m«men qu¸n tÝnh li t©m 
cña h×nh ph¼ng ®èi víi hÖ trôc Oxy. 

⇒ Khi m = 0, n = 2 hoÆc m = 2, n = 0, c¸c tÝch ph©n: 

 
2

x
F

J y dF= ∫    vμ   
2

y
F

J x dF= ∫  (5.7) 

®−îc gäi lμ m«men qu¸n tÝnh (hay m«men diÖn tÝch cÊp hai) cña h×nh ph¼ng 
F ®èi víi trôc x hoÆc trôc y. 

⇒ Jxy cã thÓ d−¬ng hoÆc ©m, cßn c¸c Jx, Jy lu«n lu«n d−¬ng. 

Tæng: ( )+ = + = ρ =∫ ∫2 2 2
x y p

F F

J J y x dF dF J          (5.8) 

®−îc gäi lμ m«men qu¸n tÝnh ®éc cùc ®èi víi gèc to¹ ®é O. 
⇒ NÕu Jxy = 0 th× hÖ trôc ®−îc gäi lμ hÖ trôc qu¸n tÝnh chÝnh. NÕu Jxy=0, 

Sx=Sy=0 th× ta cã hÖ trôc qu¸n tÝnh chÝnh trung t©m. 
3. C«ng thøc chuyÓn trôc song song cña m«men qu¸n tÝnh 

H×nh 5.11 
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⇒ C«ng thøc chuyÓn trôc song song m«men qu¸n tÝnh cña hÖ trôc OXY 
víi hÖ trôc trung t©m oxy (h×nh 5.12): 

JX = Jx + Fb2 

JY = Jy + Fa2 (5.9) 
JXY = Jxy + Fab 

⇒ Chøng minh c¸c c«ng thøc (5.9) nh− 
sau:  

Ta cã: X = x + a ; Y = y + b    (a) 
⇒ Theo ®Þnh nghÜa: 

= = =∫ ∫ ∫2 2
X Y XY

F F F

J Y dF, J X dF, J XYdF  (b) 

⇒ Thay (a) vμo (b) suy ra: 
JX = Jx+2bSx+Fb2;  JY = Jy+2aSy+Fa2; 
 JXY = Jxy+aSx+bSy+Fab 

⇒ Khi x vμ y lμ c¸c trôc trung t©m th× Sx = Sy = 0  ⇒  (5.9). 

4. C«ng thøc xoay trôc cña m«men qu¸n tÝnh 

⇒ Cho biÕt Jx, Jy, Jxy cña h×nh ph¼ng F 
®èi víi hÖ trôc Oxy. H·y tÝnh Ju, Jv, Juv 
cña h×nh ph¼ng F ®èi víi hÖ trôc Ouv 
(h×nh 5.13). Ta cã: 

 u = xcosα + ysinα 
 v = ycosα − xsinα  

= ∫ 2
u

F

J v dF ; = ∫ 2
v

F

J u dF ; = ∫uv
F

J uvdF  

⇒ Thay u, v ë trªn vμ khai triÓn c¸c 
tÝch ph©n nμy, ta ®−îc:        

 

+ −
= + α − α

+ −
= − α + α

−
= α + α

x y x y
u xy

x y x y
v xy

x y
uv xy

J J J J
J cos2 J sin 2

2 2
J J J J

J cos2 J sin 2
2 2

J J
J sin 2 J cos2

2

 (5.10) 

NÕu hÖ trôc Ouv lμ hÖ trôc qu¸n tÝnh chÝnh (Juv = 0) th× ph−¬ng c¸c trôc 
qu¸n tÝnh chÝnh rót ra tõ c«ng thøc thø ba cña (5.10): 

  α = −
−

xy

x y

2J
tg

J J  (5.11) 

H×nh 5.12 

H×nh 5.13 
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5. M«men qu¸n tÝnh cña mét sè mÆt c¾t ngang 

a. H×nh ch÷ nhËt (h×nh 5.14) 

HÖ trôc ®èi xøng Oxy lμ hÖ trôc qu¸n tÝnh chÝnh 
trung t©m.  

Ta cã: Jx = 

h h
2 2

2 2 3

h
hF

2
2

1
y dF y bdy by

3

−

+−

= =∫ ∫     

hay: 
3

x

bh
J

12
=   ⇒  

3

y

hb
J

12
=  (5.14) 

b. H×nh trßn (h×nh 5.15) 

§èi víi hÖ trôc trung t©m Oxy: Jx = Jy = pJ

2
 

trong ®ã:  
π

= ≈
4

4
p

R
J 0,1D

2   nªn:  

  
π π

= = = ≈
4 4

4
x y

R D
J J 0,05D

4 64
   (5.15) 

c. H×nh vμnh kh¨n 

§èi víi h×nh vμnh kh¨n cã ®−êng kÝnh ngoμi D vμ 
®−êng kÝnh trong d: 

 ( ) ( )π
= = = − η ≈ − η

4
4 4 4

x y p

1 D
J J J 1 0,05D 1

2 64 ;  

η = d/D (5.16) 

IV. VÝ dô ¸p dông 

VÝ dô 4.1. X¸c ®Þnh vÞ trÝ träng 
t©m Co vμ c¸c m«men diÖn tÝch cÊp 
hai Jx, Jy cña mÆt c¾t cho trªn 
h×nh 5.17 (®¬n vÞ lμ cm). 

Gi¶i 
Coi mÆt c¾t ®· cho lμ hiÖu cña 

hai h×nh ch÷ nhËt ABCD (kÝ hiÖu 
lμ 1) vμ EFGH (kÝ hiÖu lμ 2). Ta cã: 

  Sx = 1 2
x xS S−  H×nh 5.17 

h 

x

dy
 

y 

b 

dFy 

O 

Hình 5.14

H×nh 5.15
D 

d 
D 

H×nh 5.16
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trong ®ã:   

 ( )
1

1 3
x 1 C

60
S F y 100 60 180.000cm

2
⎛ ⎞= = × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( )
2

2 3
x 2 C

40
S F y 30 40 20 48.000cm

2
⎛ ⎞= = × + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Do ®ã:  
 Sx = 180.000 − 48.000 = 132.000cm3 ;   1 2

y y yS S S= −  
trong ®ã:   

 ( )
1

1 3
y 1 C

100
S F x 100 60 300.000cm

2
⎛ ⎞= = × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ( )
2

2 3
y 2 C

30
S F x 30 40 50 78.000cm

2
⎛ ⎞= = × + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

VËy:   
 Sy = 300.000 − 78.000 = 222.000cm3 
To¹ ®é träng t©m Co cña mÆt c¾t lμ: 

 ( ) ( )
= = =

× − ×o

y
C

S 222.000
x 46,25cm

F 100 60 30 40 ;  

 o

x
C

S 132.000
y 27,5cm

F 4800
= = =  

M«men qu¸n tÝnh:  
 1 2

x x xJ J J= −  

trong ®ã:  
3 3

1 5 41 1
x

b h 100 60
J 72 10 cm

3 3
×

= = = ×  

 ( )
2

3 3
2 2 22 2
x 2 C

b h 30 40
J F y 30 40 .40

12 12
×

= + = + × = 20,8 × 105cm4  

Do ®ã:  
 Jx = (72 − 20,8)105 = 51,2 × 105cm4 ;  
M«men qu¸n tÝnh: 
 = −1 2

y y yJ J J  

trong ®ã:  
3 3

1 6 41 1
y

h b 60 100
J 20 10 cm

3 3
×

= = = ×  

 ( )
2

3 3
2 2 22 2
y 2 C

h b 40 30
J F x 30 40 .65

12 12
×

= + = + × = 5,16 × 106cm4  

VËy   
 Jy = (20 − 5,16)106 = 14,84 × 106cm4. 


